
VEROVATNO�A I STATISTIKA A (4MNL, 3R) - Pismeni ispit 1. jun 2023.

1. Razvoj savremenog bankarstva i privrede pove�ava izlo�enost razliqitim rizicima. Udru�e�e

banaka Srbije proce�uje da je verovatno�a da se dogodi kolaps bankarskog sektora, ako se posled�i

dogodio pre taqno k godina, jednaka pk. Odrediti verovatno�u da se dogodi taqno jedan kolaps

bankarskog sektora Srbije tokom n uzastopnih godina koje su usledile neposredno nakon prethodnog

kolapsa bankarskog sektora.

2. Sluqajne veliqine X i Y su nezavisne i imaju diskretnu uniformnu DU({1, 2, . . . , N}) raspodelu.
Odrediti koeficijent korelacije sluqajnih veliqina Z i W , gde je Z = X + Y , a W = min{X,Y }.

3. Sluqajna veliqina X ima uniformnu U [1, 2] raspodelu, a sluqajna veliqina Y pri uslovu da je X = x
ima uniformnu U [x, x+ 1] raspodelu. Ako je Z = Y−1

X+1 , odrediti raspodelu sluqajne veliqine Z.
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Rexe�a zadataka

1. Prvi naqin:

Drugi naqin: Definiximo doga�aj:

• Ak = {nema kolapsa bankarskog sistema tokom k godina nakon xto se dogodio kolaps}.

Iz teksta zadatka znamo da je P (Ak|Ak−1) = 1− pk za sve k ≥ 2 i P (A1) = 1− p1.

Ako znamo da se za neko k ≥ 2 dogodio kolaps bankarskog sistema u posled�ih k − 1 godina, tada se
trivijalno dogodio i u posled�ih k godina, pa sledi

P (Ak) = P (Ak|Ak−1)P (Ak−1) + P (Ak|Ac
k−1)P (Ac

k−1)

= P (Ak|Ak−1)P (Ak−1)

= (1− pk)P (Ak−1).

Iterira�em ove jednakosti dobijamo

P (An) =

n∏
k=1

(1− pk).

Zbog jednostavnosti formula u nastavku, izraz na desnoj strani prethodne jednakosti oznaqimo sa

πn, te dodefiniximo π0 = 1.

Posmatrajmo slede�e doga�aje:

• Bk = {prvi kolaps sistema u periodu od n posmatranih godina dogodio se k-te godine},
• Ck = {u posmatranom periodu od n godina nije bilo kolapsa sistema nakon k-te godine}.

Tada je oqigledno P (Ck|Bk) = P (An−k) = πn−k, dok je doga�aj qija nas verovatno�a zanima jednak

disjunktnoj uniji
n⋃

k=1

(Bk ∩ Ck).

Sa druge strane, ako je k ≥ 2, tada za doga�aj Bk imamo

P (Bk) = P (Ac
k ∩Ak−1) = P (Ac

k|Ak−1)P (Ak−1) = pkπk−1,

a ova jednakost trivijalno vredi i za k = 1. Zak	uqujemo da je tra�ena verovatno�a jednaka

n∑
k=1

P (Ck|Bk)P (Bk) =

n∑
k=1

πk−1pkπn−k.

2. Sluqajna veliqine Z = X + Y uzima vrednosti k ∈ {2, 3, . . . , 2N} pa razlikujemo slede�e sluqajeve:

• za 2 ≤ k ≤ N + 1 imamo da je P{Z = k} =
∑k−1

j=1 P{X = j}P{Y = k − j} = k−1
N2 ,

• za N + 2 ≤ k ≤ 2N imamo da je P{Z = k} =
∑2N

j=k P{X = j}P{Y = k − j} = 2N+1−k
N2 .

tj. zakon raspodele sluqajne veliqine Z je dat sa

P{Z = k} =

{
k−1
N2 , 2 ≤ k ≤ N + 1;
2N+1−k

N2 , N + 2 ≤ k ≤ 2N.

Zakon raspodele sluqajne veliqine W = min{X,Y } dat je sa



P{W = k} =

N∑
j=k

P{X = k}P{Y = j}+
N∑

j=k

P{Y = k}P{X = j} − P{Y = k,X = k}

= 2

N∑
j=k

P{X = k}P{Y = j} − 1

N2

= 2

N∑
j=k

1

N

1

N
− 1

N2
=

2(N + 1− k)

N2
− 1

N2

=
2N − 2k + 1

N2
, k ∈ {1, 2, . . . , N}.

Matematiqko oqekiva�e sluqajne veliqine Z jednako je

E(Z) =

N+1∑
k=2

k · k − 1

N2
+

2N∑
k=N+2

k · 2N + 1− k

N2

=
1

N2

N∑
k=1

k(k + 1) +
1

N2

N−1∑
k=1

(k +N + 1)(N − k)

=
1

N2

N∑
k=1

k2 +
1

N2

N∑
k=1

k − 1

N2

N−1∑
k=1

k2 +
1

N2

N−1∑
k=1

N(N + 1)− 1

N2

N−1∑
k=1

k

= 1 +
1

N
+

N2 − 1

N
=

N + 1 +N2 − 1

N2
= N + 1,

Napomena: Matematiqko oqekiva�e sluqajne veliqine Z mo�emo izraqunati i bez odre�iva�a raspodele.

Naime, sluqajne veliqine X i Y su me�usobno nezavisne, pa va�i

E(Z) = E(X + Y ) = E(X) + E(Y ) =
N + 1

2
+

N + 1

2
= N + 1.

Sliqno, za disperziju sluqajne veliqine Z imamo

D(Z) = D(X + Y ) = D(X) +D(Y ) =
N2 − 1

12
+

N2 − 1

12
=

N2 − 1

6
.

Matematiqko oqekiva�e sluqajne veliqine W je

E(W ) =
N∑

k=1

k · 2N − 2k + 1

N2

=
2N + 1

N2

N∑
k=1

k − 2

N2

N∑
k=1

k2

=
2N + 1

N2

N(N + 1)

2
− 2

N2

N(N + 1)(2N + 1)

6

=
(N + 1)(2N + 1)

6N
.

Da	e imamo da je

E(W 2) =

N∑
k=1

k2 · 2N − 2k + 1

N2

=
2N + 1

N2

N∑
k=1

k2 − 2

N2

N∑
k=1

k3

=
2N + 1

N2

N(N + 1)(2N + 1)

6
−

(
N(N + 1)

2

)2

=
(N + 1)(N2 +N + 1)

6N
.

pa je disperzija sluqajne veliqine W jednaka



D(W ) = E(W 2)− (EW )2 =
(N − 1)(N + 1)(2N2 + 1)

36N2
.

Ostaje jox da odredimo E(ZW ). Primetimo da va�i

ZW =

{
XY + Y 2, Y ≤ X,

XY +X2, Y > X,

odnosno ZW = XY +min{X2, Y 2}, pa je

E(ZW ) = E(XY +min{X2, Y 2}) = E(XY ) + E(min{X2, Y 2})

= E(X)E(Y ) + E(min{X2, Y 2}) =
(
N + 1

2

)2

+ E(min{X2, Y 2}),

jer su sluqajne veliqine X i Y me�usobno nezavisne.

Kako je P{min{X2, Y 2} = k2} = P{W = k}, to imamo da je

E(min{X2, Y 2}) =
N∑

k=1

k2
2N − 2k + 1

N2

=
2N − 1

N2

N∑
k=1

k2 − 2

N2

N∑
k=1

k3

=
2N + 1

N2

N(N + 1)(2N + 1)

6
− 2

N2

(
N(N + 1)

2

)2

=
(N + 1)(N2 +N + 1)

6N
.

Konaqno, koeficijent korelacije sluqajnih veliqina Z i W jednak je

ρZ,W =
E(ZW )− E(Z)E(W )√

D(Z)
√

D(W )

=

(
N+1
2

)2
+ (N+1)(N2+N+1)

6N − N(N+1)2(2N+1)
6√

N2−1
6

√
(N−1)(N+1)(2N2+1)

36N2

=

√
3N√

4N2 + 2
.

3. Odgovaraju�e gustine raspodela sluqajnih veliqina X i Y |X = x:

fX(x) =

{
1, x ∈ [1, 2]

0, inaqe.
fY |X=x(y) =

{
1, y ∈ [x, x+ 1]

0, inaqe.

Gustina sluqajnog vektora (X,Y ):

fX,Y (x, y) = fX(x)fY |X=x(y) =

{
1, (x, y) ∈ D

0, (x, y) /∈ D

gde je D = {(x, y) ∈ R2|x ∈ [1, 2], y ∈ [x, x+ 1]}.

Da	e odre�ujemo funkciju raspodele sluqajne veliqine Z:

FZ(z) = P{Z ≤ z} = P

{
Y − 1

X + 1
≤ z

}
= P{Y ≤ zX + z + 1} = (⋆)

• z ≤ 0:



(⋆) = 0

• 0 < z ≤ 1
3 :

(⋆) =

1+z
1−z∫
1

zx+z+1∫
x

fX,Y (x, y)︸ ︷︷ ︸
= 1

dydx = 1
2
(z+1)2

1−z − 3
2z +

1
2

• 1
3 < z ≤ 1

2 :

(⋆) =
2∫
1

zx+z+1∫
x

dydx = 5
2z −

1
2

• 1
2 < z ≤ 2

3 :

(⋆) =

z
1−z∫
1

x+1∫
x

dydx+
2∫
z

1−z

zx+z+1∫
x

dydx = − z2

2
1

1−z + 4z − 1

• z > 2
3 :

(⋆) = 1


