BEPOBATHOTRA 1 CTATUCTUKA A (4MHJI, 3P) - ITucmenu ucuur 1. jyn 2023.

1.

Pas3Boj caBpemenor GaHKapCTBa W TpUBpene MOBehaBa W3JIOXKEHOCT PA3IUYATHM PU3UIMUAMA. YIAPYIKEHE
baunaka CpOwuje mporemyje 1a je BepoBaTHONA /13 Ce JOTOaM KOJIANC DAHKAPCKOT CEKTOPA, aKO Ce TOCIeIhU
JIOTOJINO TIpe TAYHO k roauHa, jemHaka pg. OapeanTn BepoBaTHONY Ja Ce [IOrOAW TAYHO jeIaH KOJIAIC
Gaukapckor cekropa Cpbuje TOKOM 7 y3aCTONHUX TOAMHA KOje Cy YCIeIUie HEMOCPEIHO HAKOH IPETXOIHOT
KoJianca 6aHKapCKOI CEKTOpa.

Cayuajue Besuaune X u Y cy HesaBuche u umajy auckperny yaudopmuy DU({1,2,... N}) pacnouemy.
Oupenuru koedunujent Kopenanuje cayuajuux seaunuuna Z u W rneje Z =X +Y, a W = min{X,Y}.

Cayuajua pemunna X uma yuudopmuy U1, 2] pacnogeiy, a ciydajua seaudusa Y npu ycioBy na je X = x

uma yuudopmuy U[z, x 4+ 1] pacnomeny. Ako je Z = };—__&, OJIPE/IUTH PACIOIENy CIy4dajHe BeIuduHe 7.

BEPOBATHOTRA 1 CTATUCTUKA A (4MHJI, 3P) - ITucmenun ucour 1. jyn 2023.

1.

PazBoj caBpemenor OankapcrBa u mpuBpene 1moBehaBa W3JI02KEHOCT PA3JIAYATHM PUSUIUMA. YADPYKEHE
6anaka Cpbuje nporemyje 1a je BepoBaTHOhA Ja ce J0roim KoJaalnc 6aHKapCKOD CEKTOPa, aKO Ce HMOCJIe/Ib1
JIOTOJNO TIpe TAYHO Kk TOAWHA, jemHaka pg. Oapeantn BepoBaTHONY Ja Ce IOTOAW TAYHO jeIaH KOJIATC
baunkapckor cekropa Cpbuje TOKOM 7 y3aCTOMHUX TOAMHA KOj€ Cy YCJEIujIe HEMOCPETHO HAKOH MPETXOTHOT
KoJanca 6AHKaApCKOT CEKTOPA.

Cayuajue Besmunae X u Y cy He3aBucHe W uMajy Juckperny yaudopmuy DU({1,2,..., N}) pacrmozemy.
Oxpenuru koedunujent kopenanuje cayuajuux seaunauna Z u W rne je Z =X +Y, a W = min{X,Y}.

Cayuajna Besmunua X nma yrudopmuy U[1, 2] pacnomery, a ciaydajHa BeinanHa Y npu yciaoBy aa je X = x

uma yuudopmuy U[z, x 4+ 1] pacnogeny. Ako je Z = };—ﬁ, OPEUTH PACHOENy CAydajHe BeJIuInHe Z.

BEPOBATHOTRA 1 CTATUCTUKA A (4MHJI, 3P) - IIucmenu ucoutr 1. jyn 2023.

1.

PazBoj caBpemenor 6ankapcrBa u mpuBpene moBehaBa W3JI0XKEHOCT PA3IUYATHM PUIUIMUMA. YAPYKEHE
6anaka Cpbuje mporemyje 1a je BepoBaTHOhA Ja ce HOroim KOoJanc GaHKApPCKOD CEKTOPa, aKO Ce MOCTeIhH
JIOrO/IMO 1Ipe TavHO k romuua, jenHaka pg. Ouapeauru BepoBaTHONY Ja Ce JOrojy TAYHO jeJaH KOJIAIC
6ankapckor cekTopa CpOuje TOKOM 7 y3aCTOMHUX TOAWHA KOje Cy YCIeusie HEOCPETHO HAKOH TPETXOIHOT
KOJIATCa DAHKAPCKOT CEKTOPA.

. Cnyuajue Bemmunne X u Y cy He3aBucHe m mmajy amckperny yundopmuy DU({1,2,...,N}) pacrnoneny.

Onpeaurn koedunmjeHT Kopenanyje ciayvdajanx senmunaa Z u Worneje Z =X +Y,a W = min{X,Y}.

Cayuajua pesmunua X nma yandopmuy U[1, 2] pacnomery, a ciaydajHa Besnanna Y npu ycaosy aa je X = x

nma yuudopmuy U|x, x + 1] pacnogeny. Axo je Z = };—;}, OIPEINTH PACTIONENTY CAydajHe BeJIMInHe Z .

BEPOBATHOTRA I CTATUCTUKA A (4MHJI, 3P) - IIucmenu ucour 1. jyn 2023.

1.

Pa3Boj caBpemenor GaHKapCTBa W TpHUBpene mMOBehaBa W3JI0XKEHOCT PA3JUYATHM PUIUIUMA. YIAPYKEHE
6anaka Cpbuje mporemyje 1a je BepoBaTHONA Ja ce JOroAu KOJAIC GAHKAPCKOD CEKTOPa, aKO Ce MOCTeIhH
JIOTOIMO TIpe Ta4HO k TOonuHA, jenHaka pr. OapeauTu BepoOBaTHONY Ja Ce JOrOjiy TAaYHO jeJaH KOJIAIC
Gankapckor cekropa Cpbuje TOKOM 1 y3aCTONHUX TOJMHA KOje Cy YCIeIyie HEMOCPEHO HAKOH IIPETXOMHOD
KOJIaTnca OAHKAPCKOT CEKTOPA.

Cayuajue Benmamue X u Y cy HesasucHe m mmajy guckperny yaudopmuy DU({1,2,..., N}) pacmogpemy.
Onpeantn koedbunmjeHT Kopenanyje cayvyajunx sennanaa Z u Worneje Z =X +Y,a W = min{X, Y }.

Cayuajna Benmmanua X nma yaudopmuy U[1, 2] pacnomery, a ciydajHa Bemmausa Y npu yeaosy aa je X = x
nma yundopmuy Ulx, 2 + 1] pacniogeny. Axo je Z = };—ﬁ, OIPEINTH PACTIONIENY CAydajHe BeJINInHe /.



BEPOBATHOTRA 1 CTATUCTUKA A (4MHJI, 3P) - ITucmenu ucuur 1. jyn 2023.

Peinema 3aJaTaKa

1. Ilpsu mavum:

Zpyeu nawun: Hedbunnmumo norahaj:
o A; = {Hema kouarnca GaHKapCKOT CHCTEMa TOKOM k TOIMHA HAKOH IITO Ce JOrOIMO KOJIATC}.

W3 rekcra 3azarka 3uamo aa je P(Ag|Ag—1) =1—pr 3acee k> 2u P(A1) =1—p;.

Ako 3HaMO 1a ce 3a HeKO k > 2 10roauo KoJialc OaHKapCKOr cucreMa y mocaenmux k — 1 roauna, Tajga ce
TPUBUJAJIHO JOMOAKO U y HOC/EbUX Kk IOAMHA, 118 CJIeIu

P(Ag) = P(Ag|Ar—1)P(Ag—1) + P(Ax|A5_1)P(A%_1)
= P(Ap|Ag—1)P(Ar-1)

= (1 —pk)P(Akfl).

Urepupamem oBe jemHAKOCTH T00MjaMO

n
H 1 — pi).

36or jemHocraBHOCTH (OPMYyJIa Y HACTABKY, M3Pa3 HA [IE€CHO] CTPAHM IIPETXOMHE jeIHAKOCTH O3HAYMMO Ca
T, T€ HoAedUHUIITAMO To = 1.

[Mocmarpajmo cienehe morabhaje:

e Bj, = {upBu KOJAIC CUCTEMa y MEPUOY O] 7 MOCMATPAHUX TOAMHA, JOroauo ce k-Te rojuHe},

e (C} = {y nocmarpaHOM TIEpHOLY O N TOAMHA HUje OMII0 KOJIANca CHCTEeMa HAKOH k-Te rogmHe }.

Tana je ounrnenuno P(Cy|By) = P(An—k) = Tn—k, MOK je norabaj umja Hac BepoBarHOha 3aHMMA jemHAK
JIVICjYHKTHO] YHUjH

n
U (B, N C).
k=1
Ca npyre crpane, ako je k > 2, tama 3a morahaj By umamo

P(By) = P(A; N Ap_1) = P(A;|Ak—1)P(Ar—1) = PrTh—1,

a OBa jeJIHAKOCT TPUBUJAIHO Bpeau u 3a k = 1. 3akspydyjeMo sa je Tpakena BepoBaTHONA jegHAKA
n n
> P(Ck|Br)P(Br) = > Tk 1PkTn—k-
k=1 k=1

2. Cayuajua semnunne Z = X + Y ysuma Bpennoctn k € {2,3,...,2N} na pasaukyjemo cienehe ciayvajese:

e 3a2<k<N-+1uvano saje P{Z=k}=3""] P{X =j}P{Y =k —j} = 55},
e 3a N +2<k<2N uvamvo 1a je P{Z =k} = z W PAX = j}P{Y =k — j} = 2M0=F

Tj. 3aKOH pacrojese ciaydajHe BeJIudnne Z je IaT ca

k—1

k-l 2<k<N+1;
P{Z=k}=¢ N - ’
¢ } {Qvagk N +2<k<2N.

9

3akoH pacrozese ciaydaje eananae W = min{X,Y} nar je ca



PAW =k} => P{X=k}P{Y =j} + > P{Y =k}P{X =j} - P{Y =k, X =k}

jfk j=k
_QZP{X_k}P{Y_j}——
j=k
N
QZ 1 _2(N+1-k) 1
kNN - N2 N2 N2
72N72k+1

e , ke{l,2,...,N}.

MareMaTHIKO OUeKUBamb€e CAyUajHe BeJuInHe Z jeTHaKO je

k—1 2N +1—k
D D R
k=2 k=N+2
1 N N-—1
:NZZk(k+1)+—2 (k+N+1)(N —k)
k=1 k=1
N N N-—1 N-—-1 N
1 , 1 1 , 1 1
k=1 k=1 k=1 k=1 —
1 N2-1 N+4+1+N2-1
*1+N+ v IE =N +1,

Hanomena: Maremarnyiko O4eKnBambe CIydajHe BeJInunHe Z MOXKeMO H3padyHaTh u 6e3 ojpeljuBama pacmo/ese.
Hawnwme, cnygajue Bemuuanne X u Y cy mehycoOHO He3aBHUCHE, A BayKH

E(Z)=E(X+Y) = E(X)+E(Y) = N;rl ¥=N+1.

CinaHo, 3a nucnep3ujy ciaydajHe BeJUIUHE Z HUMaMO

N2—1+N2—1_N2—1

D(Z) = D(X +Y) = D(X) + D(Y) = ~— =

MareMaTmIKO oUeKmBame ciaydajue Bequnanae W je

N

ON — 2k + 1

EW) =Y k- 57—
k=1

2N +1 ,
- N2 Zk_izk

k=1
ON + 1 N(N +1) 2N(N+1)(2N+1)
N2 2 N2 6
(N+1)(2N+1)

6N .

Hame nmamo 1a je

N

2N —2k+1

povy) =y g
k=1

:2N+12k2——2k3

72N+1N(N+1)(2N+1) N(N+1)\?
R 6 ( 2 )
_ (N+1)(N?2+N+1)
- o .

IIa je aucnepsuja ciaydajHe BeawuauHe W jeqHaka



2 (N-D(N+1)(2N? + 1).

D(W) = E(W?) — (EW) T

Ocraje jomr ma ompeanmo E(ZW). Ilpumernmo na Basku
2 <
ZW = XY +Y? Y <X,
XY + X2 Y >X,
omrocro ZW = XY + min{X?2,Y?}, na je
E(ZW) = BE(XY +min{X? Y?}) = B(XY) + E(min{X? Y?})

2
= BE(X)E(Y) + BE(min{X? Y?}) = (N;l) + E(min{X? Y?}),

jep cy cayuajue Beanunue X u Y mehycobuo nesamucue.
Kaxo je P{min{X?, Y2} = k?} = P{W = k}, To umamo 1a je

N
B(min{x2,y2}) =" 22N —2k+1

k=1
N N
IN -1 e 5, 2 .

AIN+1N(N+1)2N+1) 2 (N(N+1)>2
2

N2

N2 6 - N2
(N+1)(N?2+N+1)
6N '

Konaduno, xoedurmjenT Kopejanuje caydajunx Beauduna Z u W jeaHak je

E(ZW) — E(Z)E(W)

PN T JD(Z)y/DW)

(Mf L (NAD(NZEN+T)  N(N+1)%(2N+1)
6N 6

_ 2
\/N2_1 \/(N—l)(N+1)(2N2+1)
6 36N 2
__a
VANZ 12

3. Ogxromapajyhe rycrune pacriofena caydajunx pesmunua X n YV|X = a:

fx<x>—{1’ vz fmx_I(y)—{l’ € lrat]

0, wnadve. 0, wnadve.

Tycruna cayqajuor sekropa (X, Y):

1, (z,y)eD

P (,9) = Fx (@) fyix=s ) = {0 (0,0 D

rae je D = {(‘Tay) € R2|JZ € [172]3 y e [m,z + 1}}
Hame ompehyjemo dyHKIHjy pacmomesne ciaydajHe BeIudnHe Z:

Y -1
X+1

FZ(z):P{Z<z}:P{ <z}:P{Y<zX+z+1}=(*)

o z<0:



142
1—z zx+2+1 2

1
—e =[] vy dyde= 5555 - e
T ~—
| 11
|
/I 1 Lz 2 X
1 1.
n
2 7 2 zx+z+1 5 1
7S F)=[ [ dyde=3z-73
1 1 x
| |
| |
[}
ﬁqul 2 zx+z+1 5
(= dudes | U] dyde = -5 o vz
x lfz T




