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1. Da bi Mihajlo zapoqeo igru "Qoveqe ne 	uti se" prvo mora dobiti xesticu na kockici za
igru. Odrediti skup elementarnih ishoda.

(a) Izraqunati verovatno�u da je Mihajlu potrebno vixe od tri pokuxaja da prvi put dobije
xesticu.

(b) Ako pri istovremenom baca�u 6 kockica za igru padne cifra "1" na bar 5 kockica, ka�e
se da je dobijen jamb jedinica. Odrediti koliko je najma�e nezavisnih baca�a potrebno
da Mihajlo izvede da bi sa verovatno�om ne ma�om od 0.99 dobio jamb jedinica.

(v) Mihajlo igra bonus rundu u igri "Qoveqe ne 	uti se". On osvaja bonus poen ako se
nakon baca�a m identiqnih kockica istovremeno proizvod dobijenih brojeva zavrxava
cifrom "0". Nakon svakog baca�a kockica, Mihajlo na papiru bele�i znak "+" ako je
osvoji bonus poen i znak "−" inaqe. Odrediti oqekivani broj osvojenih bonus poena i
oqekivani broj promena znakova "+" i "−" u nizu od m nezavisnih baca�a kockica.

2. (a) Sluqajna veliqina X ima Puasonovu P(λ) raspodelu, a sluqajna veliqina Y geometrijsku
G(p) raspodelu. Ako su X i Y nezavisne sluqajne veliqine, odrediti P{X ≤ Y }.

(b) Za sluqajnu veliqinu V va�i da je P{V = k} = 1
2k
, za k ∈ N. Ako je W = sin

(
πV
2

)
,

odrediti matematiqko oqekiva�e sluqajne veliqine W .
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Rexe�a zadataka

1. Skup elementarnih ixoda je

Ω = {(x1, . . . , xn) : x1, . . . , xn−1 ∈ {1, 2, 3, 4, 5}, xn = 6, n ∈ N}
∪ {(x1, x2, . . . ) : xi ∈ {1, 2, 3, 4, 5},∀i ∈ N}

(a) Neka je B doga�aj da �e Mihajlu biti potrebno vixe od tri pokuxaja da prvi put dobije
xesticu i Bn doga�aj da je potrebno taqno n baca�a kockice da se dobije xestica. Tada
je

Bn = {(x1, . . . , xn−1, 6) : xk ∈ {1, 2, 3, 4, 5}, k = 1, 2, . . . , n− 1},

B =

∞⋃
n=4

Bn.

Kako je

P (Bn) =
5n−1 · 1

6n
, ∀n ∈ N,

i doga�aji Bn su me�usobno disjunktni sledi da je

P (B) = P

( ∞⋃
n=4

Bn

)
=

∞∑
n=4

P (Bn) =

∞∑
n=4

5n−1 · 1
6n

=
1

6
·
(
5

6

)3

·
∞∑
k=0

(
5

6

)k

=
1

6
·
(
5

6

)3

· 1

1− 5
6

=
125

216
≈ 0.58.

Napomena 1: Neka je X sluqajna veliqina koja predstav	a broj baca�a kockice dok se
ne dobije xestica. Jasno, tada je X ∈ G

(
1
6

)
. Sada je tra�ena verovatno�a P{X > 3} =

1− P{X ≤ 3} = 1− (P{X = 1}+ P{X = 2}+ P{X = 3}), tj.

P{X > 3} = 1−

(
1

6
+

5

6
· 1
6
+

(
5

6

)2
1

6

)
=

125

216
.

(b) Verovatno�a da se dobije jamb jedinica u jednom baca�u jednaka je zbiru verovatno�a da
je broj palih jedinica pet ili xest, tj. iznosi

p =

(
6

5

)(
1

6

)5
5

6
+

(
1

6

)6

=
31

66
.

Neka je Ai doga�aj da je u i-tom baca�u dobijen jamb. Vredi da je P (Ai) = p, za svako
i ∈ N. Treba odrediti verovatno�u doga�aja A - da je dobijen jamb u bar jednom baca�u:

A =

n⋃
i=1

Ai.

Kako su doga�aji Ai nezavisni, sledi

P (A) = P

(
n⋃

i=1

Ai

)
= 1− P

(
n⋂

i=1

Ai

)
= 1−

n∏
i=1

P (Ai) = 1− (1− p)n.

Dakle, n odre�ujemo iz uslova

1−
(
1− 31

1296

)n

≥ 0.99.

Logaritmova�em i rexava�em prethodne nejednakosti dobijamo da za n treba uzeti naj-
ma�e n = 190 baca�a.



Napomena 2: Neka je Y sluqajna veliqina koja predstav	a broj baca�a kockica dok
Mihajlo ne dobije jamb jedinica. Tada je Y ∈ G(p), gde je p = 31

66 verovatno�a odre�ena
kao u prethodnom delu. Tra�eni broj baca�a n odre�ujemo iz uslova:

n∑
k=1

P{Y = k} ≥ 0.99,

odnosno

n∑
k=1

(1− p)k−1p = p

n−1∑
k=1

(1− p)k = p · 1− (1− p)n

1− (1− p)
= 1− (1− p)n ≥ 0.99.

Odavde kao u prethodnom delu dobijamo da je potrebno uzeti najma�e n = 190 baca�a.

(v) Oqigledno, proizvod m palih brojeva na kockicama zavrxava�e se cifrom "0" ako je
proizvod de	iv i sa 2 i sa 5. Definiximo doga�aje:

• C: proizvod je de	iv i sa 2 i sa 5,

• D1: pao je bar jedan paran broj,

• D2: pala je bar jedna petica.

Jasno, tada je C = D1 ∩D2, pa je

q = P (C) = 1− P (Dc
1 ∪Dc

2) = 1− P (Dc
1)− P (Dc

2) + P (Dc
1 ∩Dc

2)

= 1− 3m

6m
− 5m

6m
+

2m

6m
= 1− 1

2m
− 5m

6m
+

1

3m

Ako sluqajna veliqina X predstav	a broj registrovanih znakova "+" u m baca�a, tada
X ima Binomnu B (m, q) raspodelu, pa je oqekivani broj bonus poena koje �e Mihajlo
osvojiti jednak m · q. Neka je Yi indikator da li je Mihajlo u i-tog baca�a zabele�io
znak "+" ili ne, i ∈ {1, 2, . . . ,m}. Tada Yi ∈ Ber (q) i

Y =

m−1∑
i=1

|Yi+1 − Yi|

je broj promena registrovanih znakova. Da	e,

|Yi+1 − Yi| :
(

0 1
(1− q)2 + q2 2q(1− q)

)
pa je

EY =

m−1∑
i=1

E|Yi+1 − Yi| =
m−1∑
i=1

2q(1− q) = 2(m− 1) · q(1− q).

2. (a) Uoqimo da doga�aj {X ≤ Y } mo�emo predstaviti kao disjunktnu uniju doga�aja

{X ≤ Y } = {X = 0} ∪
∞⋃

m=1

∞⋃
n=m

{X = m,Y = n}.

Kako su sluqajne veliqine X i Y me�usobno nezavisne, da	e dobijamo da je

P{X ≤ Y } = P{X = 0}+
∞∑

m=1

∞∑
n=m

P{X = m,Y = n} = e−λ +

∞∑
m=1

∞∑
n=m

P{X = m}P{Y = n}

= e−λ +

∞∑
m=1

∞∑
n=m

λme−λ

m!
(1− p)n−1p = e−λ +

∞∑
m=1

∞∑
n=m

λme−λ

m!
(1− p)m−1p

∞∑
n=0

(1− p)n

= e−λ +
e−λ

1− p

∞∑
m=1

(λ(1− p))m

m!
= e−λ +

e−λ

1− p

(
eλ(1−p) − 1

)
= e−λ +

e−λp

1− p
− e−λ

1− p
.



(b) Primetimo da je

sin
(nπ

2

)
=


0, za n = 2k,

1, za n = 4k + 1, k ∈ N0

−1, za n = 4k + 3.

Zakon raspodele za sluqajnu veliqinu W dobijamo sumira�em odgovaraju�ih vrednosti
za sluqajnu veliqinu V , tj. imamo da je

P{W = 0} =

∞∑
k=1

P{X = 2k} =

∞∑
k=1

1

22k
=

1

4

∞∑
k=0

1

4k
=

1

4
· 1

1− 1
4

=
1

3
,

P{W = 1} =

∞∑
k=0

P{X = 4k + 1} =

∞∑
k=0

1

24k+1
=

1

2

∞∑
k=0

1

16k
=

1

2
· 1

1− 1
16

=
8

15
,

a preostalu verovatno�u mo�emo lako dobiti kao

P{W = −1} = 1− P{W = 0} − P{W = 1} =
2

15
.

Dakle, zakon raspodele sluqajne veliqine W dat je sa

W :

(
−1 0 1
2
15

1
3

8
15

)
.

Sada je matematiqko oqekiva�e sluqajne veliqine W jednako

EW = −1 · 2

15
+ 0 · 1

3
+ 1 · 8

15
=

6

15
=

2

5
.


