
Uvod u kompleksnu analizu - pismeni ispit 9.2.2013.

1. a) Predstaviti skup {z ∈ C | |z − i|+ |z + i| = 4} u kompleksnoj ravni.

b) Neka je f(z) = u(x, y) + iv(x, y) analitiqka za |z| 6 3. Izraqunati

∫
C

∂u

∂y
dx− ∂u

∂x
dy, gde je C kriva iz dela a).

Rexe�e: Jednaqina u delu a) ka�e da je zbir rastoja�a od dve fiksirane taqke i i −i (zvane �i�e) konstantan.
Dakle, to je elipsa. Kada se stavi da je z = x + iy i, izme�u ostalog, dva puta kvadrira, dobije se jednaqina
x2

3
+

y2

4
= 1. U delu b) treba primeniti Grinovu formulu. Dobije se da je

∫
C

∂u

∂y
dx − ∂u

∂x
dy =

∫∫
IntC

(u
′′

xx(x, y) +

u
′′

yy(x, y))dxdy. Kako je f analitiqka, to je �en realni deo harmonijska funkcija, pa je u
′′

xx(x, y) + u
′′

yy(x, y) = 0.

2. Odrediti bar jedno 1 − 1 analitiqko preslikava�e kojim se oblast D = {z
∣∣ |z − 2i| > 2, |z + 2i| > 2, Re z > 0}

preslikava na jediniqni disk.
Rexe�e: Jedno od mogu�ih rexe�a (mogla je da se koristi i funkcija �ukovskog, nakon koraka 4. se �ome mo�e
pre�i na gor�u poluravan, a onda znamo kako na disk):

1. Primeniti preslikava�e z 7→ 1
z (jeste 1−1 i analitiqko). Dobije se {z| 14 < ℑz < 1

4 ,ℜz > 0}, tj. horizontalna
polutraka (desna polovina).

2. Primeniti preslikava�e z 7→ z + i
4 (jeste 1− 1 i analitiqko). Dobije se {z|0 < ℑz < 1

2 ,ℜz > 0}.
3. Primeniti preslikava�e z 7→ 2πz (jeste 1− 1 i analitiqko). Dobije se {z|0 < ℑz < πi,ℜz > 0}.
4. Primeniti preslikava�e z 7→ ez (jeste 1− 1 i analitiqko ovde). Dobije se "izlaze�e" sunce.

5. Primeniti preslikava�e z 7→ 1
z (jeste 1− 1 i analitiqko). Dobije se do�a polovina jediniqnog diska.

6. Primeniti preslikava�e z 7→ eiπz (jeste 1− 1 i analitiqko). Dobije se gor�a polovina jediniqnog diska.

7. Primeniti preslikava�e z 7→ z2 (jeste 1− 1 i analitiqko ovde). Dobije se ceo disk.

3. a) Neka je f analitiqka za z ̸= 0 i "parna", tj. f(z) = f(−z). Dokazati da su svi neparni koeficijenti u
Loranovom razvoju funkcije f u okolini nule jednaki nuli.

b) Dokazati da je In =

∫
Cn

1

z3 sin z
dz =

4i

π2

n∑
k=1

(−1)k

k3
, n > 1, gde je Cn kru�nica sa centrom u koordinatnom

poqetku polupreqnika rn = (n+ 1
2 )π.

Rexe�e: Iz uslova zadatka vidimo da mo�emo razviti funkciju f u Loranov red za |z| > 0. Dakle, f(z) =
∞∑

n=−∞
anz

n. Ali, onda je f(−z) =
∞∑

n=−∞
an(−1)nzn. Kako va�i da je f(z) = f(−z), dobijamo da je a2k = a2k i

a2k+1 = −a2k+1, pa mora biti da su svi neparni koeficijenti nula. Deo pod a) se mo�e lepo iskoristiti u
drugom delu zadatka, jer funkcija 1

z3 sin z zadovo	ava uslov "parnosti". (NAPOMENA: Ovo nije prava parnost
funkcija, jer se o tome ne mo�e govoriti za kompleksne funkcije. Dakle, mora se proveriti da li 1

z3 sin z zaista
zadovo	ava ovaj uslov prelaskom na eiz,...). Da	e, tra�eni integral jednak je, kao i obiqno,"2πi puta suma
reziduma", ali zbog dela pod a) znamo da je rezidum u nuli jednak 0 (jer je rezidum koeficijent a−1, tj. neparan
je). Ostaju jox nule sinusa kao singulariteti, a to ve� znamo da su taqke oblika kπ. Samo jox treba videti koje

le�e unutar zadate konture. To su kπ za −n 6 k 6 n i k ̸= 0. Dobije se da je rezidum u taqki kπ jednak (−1)k

k3π3 .
Prosumiramo i to je to.

4. Primenom Koxijevog raquna ostataka izraqunati integral

∞∫
−∞

(x− 1) sin (πx)

x2 − 2x+ 5
dx.

Rexe�e:

5. Neka je A(z) =

 z3 z 1
18

−3 z6 z2

0 6 1

 . Za koliko razliqitih z, |z| < 1 matrica A(z) nije invertibilna?

Rexe�e: Matrica nad po	em C je invertibilna akko je �ena determinanta razliqita od nule. Dakle, treba
odrediti broj razliqitih nula jednaqine z9 − 6z5 + 3z − 1 = 0 unutar jediniqnog diska. Stavimo da je f = −6z5

i g = z9 + 3z − 1. Onda za |z| = 1 va�i |f | = 6, |g| 6 5, tj. |f | > |g|. Na osnovu Ruxeove teoreme zak	uqujemo da
z9 − 6z5 + 3z − 1 = f + g ima isti broj kao i f , tj. ima 5 nula, raqunaju�i vixestrukosti. Jox treba ispitati da
li su mo�da neke od ovih nula vixestruke. To se u ovom sluqaju najzgodnije ispituje preko nula prvog izvoda.
Drugi izvod date funkcije je f ′′(z) = 12z3(6z4 − 10). Jasno je da z = 0 nije nula funkcije f , a proverom se vidi

da to nije ni nijedno z̃ za koje je z̃4 =
5

3
. Naime, f(z̃) = z̃9−6z̃5+3z̃−1 = (z̃4)2 · z̃−6z̃4 · z̃+3z̃−1 = −(

38

9
z̃+1) ̸= 0.

Dakle, nijedna nula nije vixestrukosti 3. Trebalo bi jox ispitati da li mo�da ima nula vixestrukosti 2,
odnosno da li prvi izvod i data funkcija imaju zajedniqkih nula...

Napomena: Student bira 4 od 5 zadataka.


