
Писмени испит из Анализе 3 (модул Информатика)
Јун 1, 2023

1. Data je funkcija f : R2 → R

f(x, y) =

{
x2 sin 1√

x4+y2
+ y2 sin 1√

y4+x2
, (x, y) ̸= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0)

(a) Ispitati neprekidnost funkcije f .

(b) Ispitati postojaǌe i neprekidnost parcijalnih izvoda f ′
x i f ′

y.

(v) Ispitati diferencijabilnost funkcije f .

2. Odrediti lokalne ekstremume funkcije f(x, y) = x3 + y4 − 2x2y

3. Neka je ℓ pozitivno orijentisan deo kru�nice x2 + y2 = 1 u prvom kvadrantu i neka je F : R2 → R2 vektorsko
poǉe dato sa F (x, y) = (sin2((x+ y − 1)2)− y, x− cos2((x+ y − 1)2). Izraqunati∫

ℓ

F · dr

4. Rexiti diferencijalnu jednaqinu y′ +
ln
√
x2 + y2

arctg x
y

= 0
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Решења писменог испита из Анализе 3 (модул Информатика)
Јун 1, 2023

1.

(a) f je neprekidna kao kompozicija neprekidnih funkcija na skupu R2 \ {(0, 0)} (2 поена). Treba ispitati
neprekidnost u (0, 0) tj. da li je lim

(x,y)→(0,0)
f(x, y) = f(0, 0) = 0 (2 поена). Imamo:

0 ≤ |f(x, y)| =

∣∣∣∣∣x2 sin
1√

x4 + y2
+ y2 sin

1√
y4 + x2

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣x2 sin

1√
x4 + y2

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣y2 sin 1√

y4 + x2

∣∣∣∣∣ ≤ x2 + y2 → 0

kada (x, y) → (0, 0) pa je po Teoremi o dva policajca lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = 0 (3 поена) te je f neprekidna na

celom R2

(b) Pravilima diferenciraǌa, za (x, y) ̸= (0, 0) je:

f ′
x(x, y) = 2x sin

1√
x4 + y2

− 2x5√
(x4 + y2)3

cos
1√

x4 + y2
− xy2√

(y4 + x2)3
cos

1√
y4 + x2

(1 поен)

f ′
y(x, y) = 2y sin

1√
y4 + x2

− 2y5√
(y4 + x2)3

cos
1√

y4 + x2
− yx2√

(x4 + y2)3
cos

1√
x4 + y2

(1 поен)

Dok u (0, 0) radimo po definciji:

f ′
x(0, 0) = lim

h→0

f(h, 0)− f(0, 0)

h
= lim

h→0
h sin

1

h2
(1 поен)

f ′
y(0, 0) = lim

h→0

f(0, h)− f(0, 0)

h
= lim

h→0
h sin

1

h2
(1 поен)

Posledǌi limes je jednak 0 po Teoremi o dva policajca: 0 ≤
∣∣h sin 1

h2

∣∣ ≤ |h| → 0 (2 поена). Ostaje da
ispitamo da li su parcijalni izvodi neprekidni. f ′

x i f ′
y su neprekidne kao kompozicije neprekidnih

funkcija na R2 \ {(0, 0)} (2 поена). Primetimo niz (xn, yn) =
(

1√
2nπ

, 0
)
. Tada je

f ′
x(xn, yn) =

2√
2nπ

sin 2nπ − 2
√
2nπ cos 2nπ = −2

√
2nπ → −∞ ̸= 0 = f ′

x(0, 0)

pa parcijalni izvodi f ′
x i f ′

y (zbog simetrije) nisu neprekidni u (0, 0) (3 поена)

(v) Na R2 \ {(0, 0)} parcijalni izvodi f ′
x i f ′

y su neprekidni, pa po teoremi je funkcija f diferencijabilna
na tom skupu (2 поена). Ostaje jox ispitati diferencijabilnost na (0, 0): (2 поена)

lim
(h,k)→(0,0)

f(h, k)− f(0, 0)− f ′
x(0, 0) · h− f ′

y(0, 0) · k√
h2 + k2

= lim
(h,k)→(0,0)

f(h, k)√
h2 + k2

= (∗)

Iz nejednakosti u delu pod (a) (kada (x, y) zamenimo sa (h, k)), deǉeǌem sa
√
h2 + k2 dobijamo:

0 ≤
∣∣∣∣ f(h, k)√

h2 + k2

∣∣∣∣ ≤√h2 + k2 → 0

kada (h, k) → (0, 0) pa je (∗) = 0 (3 поена) odakle dobijamo da je f diferencijabilna na R2

2. Odredimo stacionarne taqke funkcije f . Parcijalni izvodi funkcije f su:

f ′
x(x, y) = 3x2 − 4xy (2 поена)

f ′
y(x, y) = 4y3 − 2x2 (2 поена)

Pa je iz f ′
x(x, y) ili x = 0 ili je x = 4

3y

• x = 0
Iz druge jednaqine odmah dobijamo y = 0 pa je (0, 0) jedna stacionarna taqka. (3 поена)

• x = 4
3y

Iz druge jednaqine je y = 0 ili y = 8
9 tj. x = 0 ili x = 32

27 pa dobijamo stacionarnu taqku ( 3227 ,
8
9 ). (3

поена)



Hesijan funkcije (matrica drugih izvoda) funkcije f je:

Hess f(x, y) = d2f(x, y) =

(
6x− 4y −4x
−4x 12y2

)
(5 поена)

Ispitajmo sada da li su date stacionarne taqke lokalni ekstremumi:

• (x, y) = (0, 0)
Dobijamo da je

Hess f =

(
0 0
0 0

)
pa ne mo�emo nixta zakǉuqiti iz Silvesterovog kriterijuma. Primetimo da je f(0, 0) = 0 i f(−ε, 0) =
−ε3 < 0 i f(ε, 0) = ε3 > 0 za ε > 0. Samim tim, taqka (0, 0) nije lokalni ekstremum. (5 поена)

• (x, y) = (3227 ,
8
9 )

Dobijamo da je

Hess f =

(
32
9 − 128

27

− 128
27

768
81

)
pa kako je 32

9 > 0, detHess f = 8192
729 > 0 to je ( 3227 ,

8
9 ) lokalni minimum po Silvesterovom kriterijumu. (5

поена)

3. Neka je γ du� sa krajevima A(0, 1) i B(1, 0) pozitivno orijentisana (od A ka B). Tada je ǌena parametrizacija
data sa: γ(t) = (t, 1− t) za t ∈ [0, 1]. Posmatrajmo (3 поена)

I =

∫
ℓ∪γ

F · dr

Kako je kriva ℓ ∪ γ zatvorena, oznaqimo sa D (konaqnu) oblast koju ona ograniqava. Primenimo Grinovu
formulu na I. (3 поена) Dobijamo (6 поена)

I =

∫∫
D

(1+4(x+y−1) cos((x+y−1)2) sin((x+y−1)2))−(4(x+y−1) sin((x+y−1)2) cos((x+y−1)2)−1)dxdy = 2

∫∫
D

dxdy

Posledǌi integral se mo�e odrediti na vixe naqina, najlakxe je primetiti da je I = 2P (D) gde je D odseqak
dela kruga k : x2 + y2 = 1 u prvom kvadrantu ograniqen tetivom γ : x+ y = 1 pa je P (D) = P (kI)−P (△AOB) =
π
4 − 1

2 gde je kI deo kruga k u prvom kvadrantu. Sada je I = π
2 − 1 (7 поена). Sa druge strane je

I =

∫
ℓ

F · dr +
∫
γ

F · dr

Kako nam je data parametrizacija krive γ imamo:∫
γ

F · dr =

∫ 1

0

F (t, 1− t) ◦ (1,−1)dt =

∫ 1

0

0dt = 0 (4 поена)

Konaqno dobijamo ∫
ℓ

F · dr = I =
π

2
− 1 (2 поена)

4. Primetimo da mo�emo jednaqinu transformisati u oblik (3 поена)

1

2
ln(x2 + y2)︸ ︷︷ ︸
M(x,y)

dx+ arctg
x

y︸ ︷︷ ︸
N(x,y)

dy = 0

Primetimo da je
M ′

y(x, y) = N ′
x(x, y) =

y

x2 + y2

pa je data diferencijalna jednaqina u totalnom diferencijalu (3+3+1=7 поена). Odredimo f(x, y) tako
da f ′

x = M i f ′
y = N (2 поена). Iz f =

∫
Mdx rexavaǌem integrala (8 поена)

1

2

∫
ln(x2+y2)dx =

∣∣∣∣u = ln(x2 + y2) dv = dx
du = 2x

x2+y2 v = x

∣∣∣∣ = x ln(x2 + y2)

2
−
∫

x2

x2 + y2
dx = · · · = x ln(x2 + y2)

2
−x+y arctg

x

y
+c(y)

c(y) odre�ujemo iz f ′
y = N tj. c′(y) = 0 tj. c(y) = C = const (3 поена). Konaqno, rexeǌe date diferencijalne

jednaqine je:

f(x, y) = c ⇐⇒ x ln(x2 + y2)

2
− x+ y arctg

x

y
+ C = c (2 поена)


