ITucmenn ucnur n3 Anamuse 3 (moayn Mudopmaruka)

Jyn 1, 2023
1. Hara je ¢yssmmja f: R? = R
*H 1 - 1
floy) = v st n (@) 2 (00)
0’ (xay) = (0,0)

(a) Ucnuratu menpexkuauoct Gpyurnuje f.
(6) McmaraTtn mocrojame U HENPEKUAHOCT NAPIMjATHAX U3BOAA f U f,.
(8) Ucnuraru mudepenuujabunnoct dpyurimmje f.

2. Ompemutu noKadHe excTpemyMe dymrmmje f(z,y) = 2° + y* — 222y

3. Heka je { mO3UTUBHO opujeHTHCAH neo Kpy:xuume 2 +y? = 1 y npBoM KBaapanTy u Heka je F: R? — R? BekTopcko
nome maro ca F(z,y) = (sin?((z +y — 1)?) —y,2 — cos?((x +y — 1)?). Uspauysaru

/F~d7“
¢

INGET

4. PemmuTu mudepeHnujatny jemaauuny y + -
arctg v

ITucmenn ucnur u3z Ananuse 3 (moayn Mudopmaruka)

Jyn 1, 2023

1. Hara je ¢pyurmuja f: R2 - R
o) = xQSin\/y}Tyz—i—y?sin \/ﬁ (z,y) # (0,0
9 0, (I):,y) = (O’O)

(a) Ucnuratu menpeknnuoct GyHruuje f.

(6) Wcrmrarn mocTojame M HENPEKUIHOCT MAPIMjATHAX U3BOAA f, U f,.
(B) Ucturarn mudepenunjabunnoct Gpyuruuje f.
2. Ompenutu nokKadHe exctpemyMe dyurmuje f(z,y) = 2° + y* — 222y

3. Heka je ¢ mo3uTuBHO opujeHTHCAH meo kpy:xmune x> + y2 = 1 v npBoM kBaapanty u Heka je F: R? — R? BekTOpCKO
nosme maro ca F(z,y) = (sin®((x +y — 1)) — y,x — cos®((z + y — 1)?). Uspauynaru

/F~dr
¢

In /22 + 12 _0

4. PemmTu mudepeHnmujaany jeanauuny y -+ =
arctg v



Pemema nucmenor ucnura u3 Anammse 3 (monyn MHdopmaTuka)
Jyn 1, 2023

(a) f je HempermmHA KAO KOMIO3WIMja HEMPEeKUIHUX $pyHENuja Ha ckymy R2\ {(0,0)} (2 moena). Tpeba ucmuraTtn

menperunaoct y (0,0) 1j. ma nu je ( %Hn( )f(x,y) = £(0,0) = 0 (2 moena). Vmamo:
z,y)—(0,0

0 < |f(z,y)| = |2”sin +y%sin < |z%sin

1 1 1

kaga (r,y) — (0,0) na je mo Teopemu o mBa mommuajua  lim  f(z,y) =0 (3 moena) te je f HempekuznHa Ha

(z,y)—(0,0)
mesom R2
(6) IIpaBunuma mudepenunpama, 3a (z,y) # (0,0) je:
1 220 1 x> 1
fi(z,y) = 2xsin - cos - cos (1 moen)
\/x4 + 42 \/(374 +y2)3 \/x4 + 2 \/(y4 + 22)3 /y4 4 g2
. 1 2¢° 1 yx? 1
fl(z,y) = 2ysin — — COs — — COS (1 moen)
! Vyttar Ve Vi a? TR Vet 2

ok y (0,0) pagumo o medpuHIMjM:

. f(h,0) = f(0,0) .. 1
/ —_— j—
£2(0,0) = }ILII’I%) W = }Lm%)hsm 2 (1 moen)
. f(0,h) — £(0,0) . 1
/ —_— p—
f,(0,0) = }lllrr%) = }ILIH%) hsin 72 (1 moen)

Tlocnemmwu aumec je jemnax 0 mo Teopemu o mBa moaumajma: 0 < |hsin%| < |h] = 0 (2 moena). Ocraje na
MCOUTAMO A& JU Cy NAPIUjaHU U3BOAU HENPEKUIHU. [, U fl’/ Cy HeIpeKuIHe Kao KOMIIO3UIMje HellPeKUIHUX
dynrnuja va R?\ {(0,0)} (2 moena). IlpumeTtuvo HU3 (Tp,Yn) = (ﬁ,O). Tana je

fo@n,yn) = sin 2nm — 2V 2nm cos 2nm = —2V2nw — —o0 # 0 = f1(0,0)

2
V2nm
na naprumjanayu ussom f, u f, (36or cumerpuje) mucy menperummu y (0,0) (3 moena)
(8) Ha R?\ {(0,0)} mapuujamau wssomu f, u f, cy HempermmEuM, ma Mo Teopemu je GyHkmmja f mudepenuwjabumHa
Ha ToM ckyny (2 moena). Ocraje jom mcnuraru mupeperunjabunnoct za (0,0): (2 moena)
(h,k)—(0,0) Vh? + k2 (h,k)—(0,0) \/h2 + k2

U3 mejemmaroctn y meay mox (a) (kama (z,y) 3amenmmo ca (h, k)), nememem ca vh? + k2 mobujamo:

f(h, k)
0<| =< Vh2+k2—=0
_’\/h2+k2 B

kama (h,k) — (0,0) ma je (x) = 0 (3 moena) omaxmie mobujamo xa je f mapepenmujabunma za R

2. Ogpenumo crammonapHe tauke pyarnuje f. [Tapnujanuu m3Bonn ¢ysrmuje f cy:
fi(z,y) = 32° — 4zy (2 noena)
fi(z,y) =4y° — 22° (2 noena)

MMa je uz fl(z,y) wim x =0 wnnm je x = %y

o z=10
W3 npyre jemnaumne ommax mobujamo y = 0 ma je (0,0) jenna cranmonapua Tauka. (3 moeHa)
o r= %y
W3 npyre jemnaumne je y = 0 unu y = % Tj. * =0 um x = % nma nodujaMo CTAIMOHAPHY TAUKY (%, %). (3

moeHa)



Xecujan ¢pynrnuje (MaTpuna apyrux uszsona) ¢yakimmje f je:

6r —4y —4x
Hessf(x,y) = d2f(:c,y) = < _4xy 12y2> (5 HOBHa)

Wcnurajmo cama ma au Cy OaTe CTANMOHAPHE TAYKE JOKAJIHU €KCTPEMYMU:

* (z,y)=(0,0)
Ilobujamo na je

Hess f = (8 8)

na He MO:KeMO HumTa 3akpbyuntu u3 Cunasecreposor kpurepujyma. [Ipmverumo ga je f(0,0) =0 u f(—¢,0) =
—e3<0mu f(e,0) =3 >0 3a & > 0. Camum TiM, Taura (0,0) Huje JokaTHM excTpemyM. (5 MoeHa)
32 8
o (r,y)= (77, §)
Iobujamo na je
32 _ 128
_ 9 27
Hessf =1 12 768
27 81

na kako je 32 > 0, det Hess f = 8192 > 0 To je (22, 8) nokanum mummvym no Cunsecreposom kpurepujymy. (5

IO€eHA)

3. Heka je v my:x ca kpajesuma A(0, 1) u B(1,0) nosutusuo opujentucana (oq A ka B). Tana je mena mapamerpusanuja
nata ca: y(t) = (t,1 —t) 3a t € [0,1]. ITocmarpajmo (3 moena)

I:/ F-dr
LU~y

Kaxko je kpusa £ U~y 3aTBOpeHa, o3maunmo ca D (koHaumy) obxacTt Kojy oHa orpanudasa. llpumenumo I'punoBY
popmyny Ha I. (3 moena) Ilobujamo (6 moeHna)

I= // (1+4(z+y—1) cos((x+y—1)?) sin((z4+y—1)%)) — (4(z+y—1) sin((z+y—1)?) cos((z+y—1)*)—1)dzdy = 2// dzdy
D D

IMocaeqmu nHTErpas ce MOKe OPEIUTH Ha BUIIE HAUMHA, Hajaakme je npumerutu na je I = 2P (D) rae je D onceuax

nena kpyra k : 2?4+ y? = 1 y npBOM KBaJpaHTy OrpaHWueH TeTwBoM v : x +y = 1 ma je P(D) = P(k;) — P(AAOB) =

T % rae je kp meo xpyra k y mpsom kBazpanty. Cama je I = 5 —1 (7 moena). Ca apyre crpame je

I:/F-dr—i—/F-dr
4 vy

Kako mam je mara mapamerpu3aiuja KPpUBE Y UMAMO:

1
0

1
/F~dr:/ F(t,l—t)O(l,—l)dt:/ 0dt = 0 (4 noena)
¥ 0

Konauno mobujamo

/F~dr:I:gfl(2noeHa)
¢

4. IlpumeruMo ga MOMKEMO jeqHauuHy TpaHchpopmucaru y obauk (3 moeHa)

1
3 In(z? + y?) dzx + arctg d dy=20
—_— \W_y/

M (z,y) N(z,y)

IIpumerumo ma je
Y
.1'2 + yQ
na je mata mupepeHNUjasHa jemHauMHA y TOTAJHOM madepenunjany (3+3+1=7 moena). Omxpemmmvo f(z,y) Taxo
na fr, =M u f, =N (2 moena). U3 f = [ Mdx pemasamenm unterpana (8 moena)

M, (x,y) = Ny (2,y) =

1 2, o, |u=(?+y?) dv=dz| =xln(z?+y?) z?  zln(z?4y?) T
§/ln($ +y7)dr = du — mZnyQ v=2 | = 3 - $2+y2dx—--~—f—x+yarctg§+c(y)

c(y) ompebyjemo us fy = N 1j. ¢'(y) =0 1j. c(y) = C = const (3 moena). Komaumno, pememe nare madepennujame
jenHaduuHe je:
zIn(z? + y?)

f(@,y)=c = 5

—gc—i—yalrct!c:gg + C = ¢ (2 noena)
Y



