
VEROVATNO�A I STATISTIKA A (4MNL, 3R) - Pismeni ispit 12. januar 2023.

1. Baca se homogena kockica za igru. Ako se dobije broj ve�i od 4, na sluqajan naqin se bira u ravni
taqka iz unutrax�e oblasti pravougaonika sa temenima u taqkama (1, 0), (3, 2), (2, 3) i (0, 1). U
suprotnom, na sluqajan naqin se bira taqka iz unutrax�e oblasti kruga sa centrom u (1, 1) qija je
du�ina polupreqnika 1. Ako je zbir koordinata izabrane taqke ma�i od 2, izraqunati verovatno�u
da su obe koordinate ma�e od 1.

2. Za sluqajnu veliqinu X va�i da je

P
{
X =

mπ

4

}
=

{
8 · 3−m−1, za neparan prirodan broj m,

0, inaqe.

Neka je Y = sin(2X), sluqajna veliqina Z ima uniformnu U [0, 1] raspodelu i Y i Z su nezavisne.
Ako je W = Y + Z, odrediti raspodelu sluqajne veliqine W .

3. Sluqajna veliqina X ima eksponencijalnu E(1) raspodelu, a Y = [X]. Odrediti koeficijent
korelacije sluqajnih veliqina X i Y .
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VEROVATNO�A I STATISTIKA A (4MNL, 3R) - Pismeni ispit 12. januar 2023.

Rexe�a zadataka

1. Definiximo slede�e doga�aje:

• A doga�aj da je zbir koordinata izabrane taqke ma�i od 2,

• B doga�aj da su obe koordinate izabrane taqke ma�e od 1,

• H1 doga�aj da je na kockici dobijen broj iz skupa {1, 2, 3, 4} (ili ekvivalentno, bira se taqka
iz unutrax�e oblasti datog kruga K),

• H2 doga�aj da je na kockici dobijen broj iz skupa {5, 6} (ili ekvivalentno, bira se taqka iz
unutrax�e oblasti datog pravougaonika D).

Primetimo da skup {H1, H2} qini potpun sistem doga�aja, pri qemu je

P (H1) =
2

3
, P (H2) = 1− P (H1) =

1

3
.

(1 poen)

Koriste�i geometrijsku definiciju verovatno�e dobijamo:

P (A|H1) =
P (AH1)

P (H1)
=
povrxina polukruga K ′

povrxina kruga K
=

1

2
(vidi sliku 1),

P (A|H2) =
P (AH2)

P (H2)
=
povrxina pravougaonika D′

povrxina pravougaonika D
=

1

4
(vidi sliku 2).

(2 poena)

Slika 1. Slika 2.

Koriste�i formulu potpune verovatno�e dobija se

P (A) = P (H1)P (A|H1) + P (H2)P (A|H2) =
2

3
· 1
2
+

1

3
· 1
4
=

5

12
.

(1 poen)

Da	e imamo da je tra�ena verovatno�a jednaka

P (B|A) =
P (B)

P (A)
=

P (B ∩ (H1 ∪H2))

P (A)
=

P (B ∩H1) + P (B ∩H2)

P (A)

=
P (H1)P (B|H1) + P (H2)P (B|H2)

P (A)
=

2
3 · 1

4 + 1
3 · 1

8
5
12

=
1

2
,

(3 poena)

jer je B ⊂ A i va�i

P (B|H1) =
povrxina kru�nog iseqka K ′′

povrxina kruga K
=

1

4
(vidi sliku 3),

P (B|H2) =
povrxina iseqka iz pravougaonika D′′

povrxina pravougaonika D
=

1

8
(vidi sliku 4).

(3 poena)



Slika 3. Slika 4.

2. Primetimo da je

sin
(nπ

2

)
=


0, za n = 2k,

1, za n = 4k + 1, k ∈ N0

−1, za n = 4k + 3.

(2 poen)

Stoga sluqajna veliqina Y uzima vrednosti iz skupa {−1, 1} i va�i da je

P{Y = −1} = P{sin(2X) = −1} = P

{
X =

(4k + 3)π

4
| k ∈ N0

}
=

∞∑
k=0

P

{
X =

(4k + 3)π

4

}
=

∞∑
k=0

8 · 3−4k−4

=
8

81

∞∑
k=0

1

81k
=

8

81
· 1

1− 1
81

=
8

81
· 81
80

=
1

10
.

Sada je P{Y = 1} = P{sin(2X) = 1} = 1−P{sin(2X) = −1} = 9
10 . Prema tome, sluqajna veliqina Y

ima zakon raspodele dat sa

Y :

(
−1 1
1
10

9
10

)
(3 poena)

Funkcija raspodele sluqajne veliqine Z je

FZ(z) =


0, z < 0,

z, 0 ≤ z < 1,

1, z ≥ 1.

Treba odrediti
FW (w) = P{W ≤ w} = P{Y + Z ≤ w} = (⋆)

Razlikujemo sluqajeve:

• w < −1: (⋆) = 0,

• −1 ≤ w < 0:
(⋆) = P{Y = −1, Z ≤ w + 1}+ P{Y = 1, Z ≤ w − 1}

= P{Y = −1}P{Z ≤ w + 1}

=
1

10
· (w + 1).

• 0 ≤ w < 1:
(⋆) = P{Y = −1, Z ≤ w + 1}+ P{Y = 1, Z ≤ w − 1}

= P{Y = −1}

=
1

10
.



• 1 ≤ w < 2:
(⋆) = P{Y = −1, Z ≤ w + 1}+ P{Y = 1, Z ≤ w − 1}

= P{Y = −1}+ P{Y = 1}P{Z ≤ w − 1}

=
1

10
+

9

10
· (w − 1).

• w ≥ 2: (⋆) = 1

Dakle, funkcija raspodele sluqajne veliqine W je

FW (w) =



0, w < −1
1
10 (w + 1), −1 ≤ w < 0
1
10 , 0 ≤ w < 1
9
10w − 4

5 , 1 ≤ w < 2

1, w ≥ 2.

(5 poena)

3. Poxto X ∼ E(1), imamo da je EX = DX = 1. Da	e sluqajna veliqina Y = [X] mo�e da postigne
vrednosti iz skupa N0 i va�i da je

P{Y = k} = P{[X] = k} = P{k ≤ X < k + 1} =

∫ k+1

k

e−xdx = e−k − e−(k+1) = e−k(1− e−1).

(1 poen)

Mo�emo primetiti da sluqajna veliqina Y ima nestandardnu geometrijsku G(1 − e−1) raspodelu,
me�utim, nije texko i direktno izraqunati oqeiva�e EY i disperziju DY .

Imamo redom da je

EY =

∞∑
k=0

kP{Y = k} =

∞∑
k=1

kP{Y = k}

= P{Y = 1}
+ P{Y = 2}+ P{Y = 2}
+ P{Y = 3}+ P{Y = 3}+ P{Y = 3}
...

+ P{Y = n}+ P{Y = n}+ ...+ P{Y = n}
...

= P{Y ≥ 1}+ P{Y ≥ 2}+ ...+ P{Y ≥ n}+ ...

=

∞∑
k=1

P{Y ≥ k} =

∞∑
k=1

P{[X] ≥ k} =

∞∑
k=1

P{X ≥ k}

=

∞∑
k=1

∫ ∞

k

e−xdx =

∞∑
k=1

e−k =
1

e

∞∑
k=0

(
1

e

)k

=
1

e

1

1− 1
e

=
1

e− 1
.

(2.5 poena)

Da	e je

EY 2 =

∞∑
k=0

k2P{Y = k} = (e− 1)

∞∑
k=1

k2e−(k+1).

Sumu koja se pojav	uje u izrazu za EY 2 odredi�emo na dva naqina.



Prvi naqin: Primetimo da va�i (
e−kx

)′′
= k2e−kx

za svako k ∈ N. Tako�e, znamo da je Maklorenov razvoj funkcije f(x) = 1
1−x dat sa

1

1− x
=

∞∑
k=0

xk

za x ∈ [−1, 1]. Iz prethodnog imamo da je redom

∞∑
k=1

k2e−kx =

∞∑
k=1

(
e−kx

)′′
=

( ∞∑
k=1

e−kx

)′′

=

(
1

1− e−x

)′′

=
ex(1 + ex)

(ex − 1)3

Zamjenom x = 1 u prethodnom izrazu dobijamo da je
∑∞

k=1 k
2e−k = e(1+e)

(e−1)3 , odakle slijedi da je

EY 2 = (e− 1) · 1
e
· e(1 + e)

(e− 1)3
=

e+ 1

(e− 1)2
.

Napomena 1. Svaka od funkcija fk(x) = e−kx : R → R+ je diferencijabilna i red
∑∞

k=1 f
′
k(x)

ravnomerno konvergira, a sam red
∑∞

k=1 fk(x) konvergira bar u jednoj taqki x0 = 1.

Napomena 2. Istom tehnikom diferencira�a reda qlan-po-qlan mogli smo odrediti i EY .

Drugi naqin: Neka je A =
∑∞

k=1 k
2e−(k+1), pa je

A = e−2 + 4e−3 + 9e−4 + 16e−5 + ...

eA = e−1 + 4e−2 + 9e−3 + 16e−4 + ...

(e− 1)A = e−1 + 3e−2 + 5e−3 + 7e−4 + 9e−5...

e(e− 1)A = 1 + 3e−1 + 5e−2 + 7e−3 + 9e−4...

(e− 1)2A = 1 + 2e−1 + 2e−2 + 2e−3 + 2e−4...

= −1 + 2(1 + e−1 + e−2 + e−3 + e−4 + ...)

= −1 + 2
1

1− 1
e

=
e+ 1

e− 1
,

tj. dobijamo da je

EY 2 = (e− 1)A =
e+ 1

(e− 1)2
.

Odavde imamo da je

DY = EY 2 − (EY )2 =
e

(e− 1)2
.

(3.5 poena)

Napomena 3. Vrednosti za EY i EY 2 mogli smo odrediti i svo�e�em prethodnih redova osnovnim
transformacijama na geometrijske redove. Iz pedagoxkih razloga, demonstrira�emo to na primeru
za EY . Imamo da je

EY =

∞∑
k=0

kP{Y = k} =

∞∑
k=0

k
(
e−k − e−(k+1)

)
=

∞∑
k=0

ke−k −
∞∑
k=0

ke−(k+1) =

∞∑
k=0

ke−k −
∞∑
k=1

(k − 1)e−k

=

∞∑
k=0

ke−k −
∞∑
k=1

ke−k +

∞∑
k=0

e−k =

∞∑
k=0

(
1

e

)k

=
1

1− 1
e

− 1 =
1

e− 1
.



Da bismo izraqunali koeficijent korelacije, treba jox da izraqunamo EXY .

EXY = E(X[X]) =

∫ ∞

0

x[x]e−xdx

=

∞∑
k=0

∫ k+1

k

x[x]e−xdx =

∞∑
k=0

∫ k+1

k

xke−xdx

=

{
u = x dv = e−xdx

du = dx v = −e−x

}
=

∞∑
k=0

k

(
−xe−x

∣∣k+1

k
+

∫ k+1

k

e−xdx

)

=

∞∑
k=0

k
(
ke−k − (k + 1)e−(k+1) + e−k − e−(k+1)

)
=

∞∑
k=0

k
(
(k + 1)(e−k − e−(k+1))− e−(k+1)

)
=

∞∑
k=0

k(k + 1)e−(k+1)(e− 1)−
∞∑
k=0

ke−(k+1)

= (e− 1)

∞∑
k=0

k2e−(k+1) + (e− 1)

∞∑
k=0

ke−(k+1) − 1

e− 1
(e− 1)

∞∑
k=0

ke−(k+1)

= EY 2 + EY − 1

e− 1
EY =

e+ 1

(e− 1)2
+

1

e− 1
− 1

(e− 1)2

=
2e− 1

(e− 1)2
,

pri qemu smo prilikom prelaska iz prvog u drugi red koristili osobinu aditivnosti integrala.

Konaqno, dobijamo da je koeficijent korelacije

ρX,Y =
EXY − EXEY√

DXDY
=

2e−1
(e−1)2 − 1

e−1√
1

(e−1)2

=

√
e

e− 1
≈ 0.96.

(3 poena)


