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1. Mihajlo igra xahovski turnir sa dve prijate	ice Anom i Tamarom. Ana je profesionalni xahista, a
Tamara xahista amater. On osvaja turnir ukoliko u n partija u kojima naizmeniqno igra protiv Ane
i Tamare ostvari bar k, k < n, uzastopnih pobeda. Kako je Ana profesionalni xahista, verovatno�a
da je u jednoj partiji Mihajlo pobedi ma�a je od verovatno�e da u jednoj partiji pobedi Tamaru.
Protiv koga Mihajlo treba da igra prvu partiju da bi verovatno�a osvaja�a turnira bila ve�a, ako
je n neparan, a k paran broj?

2. Neka su X1, X2, . . . , X2024 nezavisne sluqajne veliqine sa istom eksponencijalnom E(λ) raspodelom.
Odrediti matematiqko oqekiva�e i disperziju sluqajne veliqine X, gde je

X = min

{
X1

X1 +X2
,

X3

X3 +X4
, . . . ,

X2023

X2023 +X2024

}
.

3. U okviru jednog istra�iva�a se ispituje aparat koji se sastoji od dva tranzistora. Svaki tranzistor
nezavisno od drugog mo�e da pregori sa verovatno�om 0.1. Aparat se smatra neispravnim ako bar jedan
od tranzistora pregori. Za potrebe istra�iva�a testira se 1000 aparata. Odrediti najma�i broj m,
za koji �e, sa verovatno�om ne ma�om od 0.985, broj neispravnih aparata prilikom testira�a biti
najvixe m.
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Rexe�a zadataka

1. Neka je pA verovatno�a da �e Mihajlo ostvariti pobedu u partiji protiv Ane, a pT da �e ostvariti
pobedu u partiji protiv Tamare. Iz pretpostavke zadatka znamo da je pA < pT . Neka je Neka je Am

doga�aj da Mihajlo osvoji turnir nakon m partija. Neka je Ω = {⊤,⊥}n prostor svih elementarnih
ixoda koji modeluju sve mogu�e ishode u n partija na turniru, gde ⊤ oznaqava da je Mihajlo pobedio u
partiji, a ⊥ da je izgubio. Oznaqimo sa PA i PT verovatnosne mere na (Ω,P(Ω)) koje mere verovatno�u
ishoda u zavisnosti od toga da li je prva partija bila protiv Ane ili Tamare, redom. Primetimo,
najpre, da za parno m va�i PA(Am) = PT (Am). Zaista, ako za proizvo	an niz x oznaqimo sa τ(x)
�egov palindrom, trivijalno va�i za svaki x ∈ D = {⊤,⊥}m da je τ(x) ⊆ Am ako i samo ako x ⊆ Am

(m i k su parni brojevi), te je i PA(x) = PT (τ(x)) i PT (x) = PA(τ(x)). Odavde sledi da je

PA(Am) =
∑

x∈D,x⊆Am

PA(x) =
∑

x∈D,x⊆Am

PT (τ(x)) =
∑

y:τ(y)∈D,τ(y)⊆Am

PT (y)

=
∑

y∈D,y⊆Am

PT (y) = PT (Am).

Neka je sada Bn doga�aj u kojem Mihajlo nije pobedio u partiji n−k, ali je nakon �e ostvario pobede
u partijama n− k + 1, . . . , n. Tada je An = An−1 ∪ (Ac

n−1 ∩Bn), pa su doga�aji An−k−1 i Bn nezavisni
i va�i Ac

n−1 ∩Bn = Ac
n−k−1 ∩Bn. Konaqno, imamo da vredi slede�e

PA(An)− PT (An) = (PA(An−1) + PA(A
c
n−k−1 ∩Bn))− (PT (An−1) + PT (A

c
n−k−1 ∩Bn))

= PA(A
c
n−k−1)PA(Bn)− PT (A

c
n−k−1)PT (Bn)

= PA(A
c
n−k−1)(PA(Bn)− PT (Bn))

= PA(A
c
n−k−1)

(
(1− pA)p

k
2

Ap
k
2

T − (1− pT )p
k
2

Ap
k
2

T

)
= PA(A

c
n−k−1)(pT − pA)p

k
2

Ap
k
2

T

> 0.

Dakle, Mihajlo treba igrati prvu partiju sa te�im protivnikom, odnosno Anom.

2. Sluqajne veliqine

W1 =
X1

X1 +X2
,W2 =

X3

X3 +X4
, . . . ,W1012 =

X2023

X2023 +X2024

su me�usobno nezavisne jer su X1, X2, . . . , X2024 me�usobno nezavisne. Odredimo najpre raspodelu
sluqajne veliqine Wi =

X2i−1

X2i−1+X2i
, za i = 1, 2, . . . , 1012. Imamo da je funkcija raspodele za Wi data sa

FWi
(w) =

∫ ∞

0

(∫ wy/(1−w)

0

e−ye−x dx

)
dy =

∫ ∞

0

e−y
(
1− e−wy/(1−w)

)
dy

=

∫ ∞

0

e−y − e−y/(1−w) dy = 1− (1− w) = w.

odakle sledi da Wi ∼ U [0, 1], za i = 1, 2, . . . , 1012. Funkcija raspodele minimalne statistike poretka
data je sa

FX(x) = P{min{W1,W2, . . . ,W1012} ≤ x} = 1− P{min{W1,W2, . . . ,W1012} > x}
= 1− P{W1 > x,W2 > x, . . . ,W1012 > x} = 1− P{W1 > x}P{W2 > x} . . . P{W1012 > x}
= 1− (P{W1 > x})1012 = 1− (1− FW1(x))

1012.

pa sledi da je funkcija gustine jednaka

fX(x) = 1012fW1
(x)(1− FW1

(x))1011 = 1012(1− x)1011, x ∈ (0, 1).

Oqekiva�e sluqajne veliqine X jednako je



E(X) =

∫ 1

0

xfX(x)dx = 1012

∫ 1

0

x(1− x)1011dx

= 1012 · B(2, 1012)

=
1

1013
.

Drugi naqin: Imamo da je Wi ∼ U [0, 1], za i = 1, 2, . . . , 1012. Tada je

E (min(Wi)) =

∫ 1

0

P{min(Wi) > µ}dµ =

∫ 1

0

P{W1 > µ}P{W2 > µ} . . . P{W1012 > µ}dµ

=

∫ 1

0

(1− µ)1012dµ =

∫ 1

0

µ1012dµ =
1

1013
.

Odredimo jox disperziju sluqajne veliqine X. Vredi da je

E(X2) =

∫ 1

0

x2fX(x)dx = 1012

∫ 1

0

x2(1− x)1011dx

= 1012 · B(3, 1012)

=
1

507 · 1013
.

Konaqno, imamo da je

D(X) = E(X2)− (EX)2 =
1

1013

(
1

507
− 1

1013

)
.

3. Neka sluqajna veliqina Xi , i ∈ {1, 2, ..., 1000} predstav	a indikator neispravnosti i-tog aparata (do-
ga�aj {Xi = 1} znaqi da je i-ti aparat neispravan, a doga�aj {Xi = 0} znaqi da je i-ti aparat ispravan).
Tranzistori pregorevaju nezavisno, svaki sa verovatno�om 0.1, pa verovatno�a neispravnosti aparata

iznosi p = 1 − 0.9 · 0.9 = 0.19. Tada Xi :

(
0 1

0.81 0.19

)
, pri qemu je E(Xi) = 0.19 i D(Xi) = 0.1539 za

i ∈ {1, 2, ..., 1000}.
Sluqajna promen	iva X =

∑1000
i=1 Xi predstav	a broj neispravnih aparata u uzorku obima 1000 (X

ima binomnu B(1000, 0.19) raspodelu), pri qemu je (zbog osobina matematiqkog oqekiva�a i disperzije
sume nezavisnih sluqajnih veliqina)

EX = 1000 · 0.19 = 190 , DX = 1000 · 0.1539 = 153.9 .

Broj m dobijamo rexava�em nejednaqine:

P {X ≤ m} ≥ 0.985

Poxto je n = 1000 > 30 i np = 190 > 10, mo�emo izvrxiti aproksimaciju normalnom N (190, 153.9)
raspodelom. Primerimo da

P {X ≤ m} = P {0 ≤ X ≤ m} ≈ P {−0.5 ≤ Y ≤ m+ 0.5} = (∗)

gde Y ∈ N (190, 153.9) raspodelu.

(∗) = P

{
−0.5− 190√

153.9
≤ Y − 190√

153.9
≤ m+ 0.5− 190√

153.9

}
= Φ

(
m− 189.5√

153.9

)
− Φ

(
−190.5√
153.9

)
≥ 0.985

Poxto je

Φ

(
−190.5√
153.9

)
= Φ(−15.552) ≈ 0 ,

m− 189.5√
153.9

≥ Φ−1(0.985) = 2.17 ⇒ m ≥ 2.17
√
153.9 + 189.5 = 216.42

Dakle, tra�eni broj m je 217.


