BepoBaTtHoha - cnimcak 3ajijaTaka
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. Banajy ce ucroBpemeno 2 mounha. OapenuTn CKym eJeMeHTAPHUX MCXOIA.

. ¥ KyTuju cy 4etupu auctuha o3nadeHa O6pojesuma 1, 2, 3 u 4. Il3Bnauumo guctuhe

(a) Ge3 Bpahatba,
(6) ca Bpahamewm,
CcBe JIOK He u3BydeMo jucTull ca HenapaumM 6pojeM. Ope T CKYI eJIeMEHTAPHAX HCXO/IA.

TpeJIall ¢ /b OOJINKA KPY2KHE MeTe HOJIYIPeIHUK JKIH OpHU 9eM MepHu
Crpesan raha 0bJInKa e MeTe TI0 e a e K, eMy ce Me
pacTojame moroTka o nearpa Mere. OapeauTn CKyI eJJeMeHTapHUX HCXOJIA.

KJTACUYHA JEOUMHNIINIJA BEPOBATHORE

W3 onespema Koje nMa 12 ydyenwka m § yUeHWIIa HA CIyYajaH HAUYWH OWpa ce HeT IMpe/-
ctapHUKa. II3pauynaru BepoBaTHONY Jia cy m3aOpaHe TavHO JIBE YUEHUIIE.

N3 kyTuje y K0joj ce Hajase 1ejy/be o3Hauene opojesuma o1 1 J10 n U3BJIAYM Ce jeJHa 110
jeaHa 1eysba,

(a) Ge3 ppahama,
(6) ca Bpahamem,

u Gesiexke ce nobujenn 6pojesu. V3pauynaru BepoBarHohy ga Oy/y pejioM u3BydeHUn OPO-
jesm 1,2 ... n.

. Xores uMa n coba nopehanux jemna jo japyre y mpasoj JguHuju. Ha ciaydajan nHadmn

k (k < n) roctujy ce pa3merra mo cobama. V3padyraru BepoBaTHoly 1a oHH 3ay3my k
cyceanux coba.

N3 ckaaaumita ca n npeaMera, oj KOjux je k HeMCIIPaBHO, y3UMa, Ce O/1je THOM 1M, TIpeIMeTa.
Nszpauynaru BepoBaruohy na mehy tum npeaMeruma Oyjie Ta4HO [ HEHCIIPABHUX.

Wspauynatu BepoBaTHONY Ja ce 3allMCHBAILEM IO CJIYYAjHOM perocjieny JBe mudpe 1,

jenne mudpe 2, Tpu nudpe 3, aBe nudpe 4 u jenne mudpe 6 mo6uje meBeTonUbppEeHH OPO]
KOjM Ha HENapHUM MeCTHMa MMa HernapHe mudpe.

. JIBajieceT MAEHTHIHUX KYTJIMIA JEBOjUNIIA HA CAyYajaH HAUYWH pacropeljyje y meT KyTuja.

W3pauynatn BepoBaTHONY Ja TAYHO /IBe KyTHje OYIy HMpas3He.

OOPMVYJIA YK/bYYEKA U NCKJ/bYYERA

Yerupu Opavuna napa Ha cjydajaH HAYUH ce1ajy y pes ca 8 crosuna . M3padynaru Bepo-
BaTHONY /& HUjeIaH Map He CeJn 3ajeIHO.

3a OHOCKOTICKY caJly KOja UMa 1 HyMepHUCAHUX MecTa cBe KapTe cy pacmpomate. [egaorm
caydajHo dupajy Mecta 06e3 o63upa Ha KapTe Koje uMmajy. zpadynaru BepoBaTHOLy 1a
Oap jejan ruejaJiall cejiHe Ha MeCTO 3a Koje uMa Kapry. demy Texku Ta BepoBarHoha KaJl
n — oo?
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Y BO3 KOju UMa M BaroHa ueme ce n (n > m) nyrauka. spadynarun seposarnohy jga y
cBaku Baron yhe 6ap 1mo jegan myTHUK.

Kecumna cimauna cajipKu Ta4HO jeHY CAUYHILY jeauHor o n dyadaiepa u3 HeKOr dyil-
HasIckor Kiayba. AKO je KYI/bEHO m KeCcHIa, Tae je m > n, H3padyHaTH BepoBaTHONY ma
CY CKYILbeHe cJInduIe cBux dympbanepa u3 Tor Kiyoda.

Urpau pobuja 13 macymuyno ojadpaHux Kaparta U3 CTaHJIAp/HOr IINWIa O 52 KapTe.
Nszpauynaru BepoBarnohy na urpad 6ap oj jeHor 3HaKa He A00uje HUjeHY KapTy.

I'EOMETPNJCKA BEPOBATHOTRA

U3 cermenta [0, 1] HA cayuajan nauwn 6upajy ce na 6poja. l3pauynaru BepoBaTHOhy 1a
BUXOB 30up Oyie Mamu o 1, a mpoussoj Behu o %.

YCJIOBHA BEPOBATHOTA 1 HESABUCHOCT

Komxkura 3a urpy ce 6ama asa myTta. Axo je y 0b0a Oamama 100umjeH Opoj Mamu O YeTHPH,
U3padyHaTH BepoBaTHONY Ja je 30up maaux OpojeBa HemapaH.

VY pex ca 10 ceauimnra Ha caydajaH Ha9HH cefajy Tpu ocobe. Ocobe X u Y Hucy cene jenna
1o apyre. N3pauynaru BepoBaTHohy 1a je ocoba Z ceja u3mehy ocoba X u Y.

Csaka o 15 UCHUTHHUX IeAy/ba CAJAPZKH 110 JIBa IMUTAIba KOja ce He MoHaB/bajy. CTYIeHT
3Ha OJArOBOp Ha 25 muTama. /la Ou 1MOJI0XKMO MCIHUT OH Tpeba Ja OJArOBOPU WU Ha 00a
HUTaba Ca MELY/be KOJY IPBY U3BYYe WK HA JeTHO MUTAE Ca Iedy/be KOjy HPBY H3BYUe U
Ha PBO MIHTaE Cca MeAy/be KOjy apyry ussyde. [llta je BepoBaTHHje: 1a CTYAEHT MOJIOXKI
WIN 114 HE MOJIOYKU ACHUT!

Yopek nMa y 1ieny n K/bydeBa 07 KOJUX caMo jeJaH oTBapa BpaTa. Kibydese peioM BaIu
u3 ena (6e3 Bpahama) g0k He Halie ogrosapajyhu kibyu. 3pauynaru seposaTHoly na
TpaxKeHu KJ/byd U3By4de y k-ToM U3BJIaYemy, rje je k hukcupan 06poj rakas gaje 1 < k£ < n.

[Tox mpermocraBkoM Jia cy BepoBaTHOhe pabharba MYIIKOT M YKEHCKOI' JIeTeTa je/IHaKe,
HCIIUTATH He3aBUCHOCT jgoraljaja A - mema mucy mcror mosa u B - meljy menom je Hajsuire
jeTHa JIeBOJUHTIA, aKO:

(a) y mopoauim uma Tpoje Jere;

(6) y mopoauIy WMa 4eTBOPO JeTie.
Urpaun A u B umajy jemHake IIaHce Ja V jeIHO] HAapTHju HeKe urpe ocsoje 601. Hema

HepeteHnX urapa. llobehyje onaj koju mpsu cakynu 6 6070Ba. I3padynaru BepoBaTHOhY
Jla nobeau urpad A, oJiHOCHO urpad B, ako je TpeHyTHu pesysrar 4:2 3a urpada A.

Ha typuupy tpeba ogurparu Tpu mapruje CTOHOT TEHHCA MPOTUB MTAMINOHA A U HENITo
ciaabujer urpada B 1o jegnoj ox mema A — B — A wum B — A — B. Harpaga ce gobuja
aKo ce mobeau y 6ap jBe napruje ysacromnno. Kojy memy uzadbparu?

OOPMVYJIA ITOTIIYHE BEPOBATHOTRE 11 BAJECOBA ®OPMVJIA



23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

Y KyTuju ca pe3epBHUM JIeJIOBUMA, KOJU Ce 110 U3LJIe/ly He PA3JIUKY]y, je IleT HOBUX U TPHU
crapa gena. Caydajao ce OGupajy aBa Jeaa OIjeTHOM W KOPHCTe HW3BECHO BpEMe, IMOCTIe
vera ce Bpahajy y xyrujy. Hakon Tora ce orner ciay4ajHo 6upajy JBa jeJja OJ/jeIHOM.

(a) Uspauynaru BepoBaTHOhy 1a oba apyroogabpana jesna 6y1y HOBA.

(6) Axo cy apyroomabpaHu JeJI0BU HOBU, H3pavYyHATH BepoBaTHONY a cy npBoogabpanu
JIeJIOBU OWJIA CTapHu.

Y kyTHuju ce HaJsa3e TpU KYIJINIE, O] KOjUX CBaka Moxke butn Gena wian mpHa. Cse mper-
HOCTaBKe 0 OPojy Oeiux KyIVIMINA y KYTUJH CY jeJHAKO BepoBaTHe. M3 KyTuje ce dyeTupu
nyTa, ca Bpahamem, oupa kyriuna. Koju je HajBepoBaTHHjU cacTaB KyTHje aKo je jeTHOM
U3ByYeHA I[PHA U TPHU IIyTa Oesia Kyranna?!

Beposaruoha nia je onpehena kmura y 6ubiauorenu je p. Ako je Ta Kmura y oubsmoreru,
OHJIa Ce Cca UCTOM BepoBaTHOhOM HaJja3u Ha OWI0 K0joj oi n mosuna. [Iperienano je m
(m < n) noauna m Ta Kmbura Huje Haljena. V3padynartu BepoBarHohy Ja je oHa cajia y
OUOINOTEIN.

[IpernocTaBuMO Jia UMaMO TPH KapTe KOje Cy UCTe BeJUYrHEe, aJlu TAaKO Ja je IpBa Kapra
ca jeJaHe cTpaHe IpHe 0oje, ca Jpyre npBeHe, JIpyra KapTa je IpBeHa ca obe cTpaHe, a
tpeha je mpua ca obe ctpane. CirydajHO ce M3BJIAYH jeJHA KapTa, a 3aTUM Ce CJIYUYajHO
okpehe Ha jegny crTpany. AKO je ropma CTpaHa H3ByUYeHe KapTe INpBeHA, H3padyHATH
BepoBaTHONY Ja je I0Iba cTpaHa Te KapTe IPHA.

Y 1pBOj KyTHjH HaJia3e ce caMo Oejie KyIJuie, a y JAPyroj KyTuju %L KYTJINIA Cy TpHE, a
% besre. CaydajHo ce Oupa KyTHja W W3 e ce M3BAaYU jenaHa Kyranima. cmocraBuio ce
Ja je 6ena. M3Bydena Kyriauna ce Bpaha y KyTHjy U3 Koje je U3ByYeHa M U3 Ibe Ce OIeT
U3BJAYN je/IHa Kyruuia. V3padynaru BepoBaTHoly a oBa KyTJIHIa Oyie IpHA.

Wcupe i urpada ce Hajase jBa Iiuiaa. Jejan je cramjapian oj1 52 Kapre, 10K y JIPyromM
dasm jenan kpasb. rpad va cayvajan HayuH OWpa MW 1 U3BJIAYN O Kapara, jeJIHy 10
jenny, 6e3 Bpahama. 3pauynaru BepoBaTHOhy Jjla Ha Kpajy W3BIaderha y pyiu uma 4
ucTe Kapre (MCTOr OpOja, OJHOCHO CJIOBA, AlH PA3IUIMTUX 3HAKOBA), aKO Ce 3HA JIa je
pBa KapTa KOjy je U3BYKAO KpaJb.

Y jenanoj komapu ce HaJjia3u 15 TEHHCKUX JIONTHUIA, OJ 4era 9 HekopumheHux, JOK ce
y JPYTOj KOIIapu Hajga3u 8 HeKopuimheHux u 7 kopuimhenux Jjontuna. Mrpaa A u3 Ha
caydajaH HauYMH u3abpaHe Komape caydajHo oupa 3 jorrune. Kopuctu ux y IpBoM remy,
HaKoH 4era ux Bpaha y komapy u3 koje cy ysere. Urpau B y cienmehem remy ciydajuo
oupa 3 JONTHIIE U3 Te UcTe Komape. M3pauynaru BepoBaTHohy 1a je urpad b mzadbpao 3
HekopuiheHe JIONTHIE, aKO ¢e 3Ha Ja je urpad A m3abpao 3 HekopumiheHe JIOUTHIIE.

Jabyke yopane ca Tpu IJIaHTa)ke ce 4yBajy y UCTOM cKaaaumiTy. BepoBarnoha na jabyka
oyme npse kiaace je 0.85 3a jaOyky yOpaHy Ha npBoj mraHTaxku, 0.68 3a jaOyky yOpany
Ha Jpyroj mianTaxku u (.74 3a jabyky ybpany Ha Tpehoj mrantaxku. [Ipwaoc ca mpse
IJIAHTaXKe je TPH myTa Behu oj1 MpruHOca ca IpyTe IIaHTaxKe, a IPUHOC ¢a JpyTe TIaHTayxKe
je npa myra Behm o npunoca ca Tpehe mianraxe. 3 ckiaauinra ce y3uma 5 jabyka, ca
BpahameM. [To3naro je ga cy mel)y muma 6ap Tpu jabyke mpBe KJiace.

a) Oxpemutu BepoBaTHONY 7a je cBux meT jabGyKa MpBe KJace.
6) Oxpenntu BepoBaTHOly J1a je cBUX meT jabyKa ca MpBe IJIAHTAKe.

JMCKPETHE CJIYYAJHE BEJIMYNHE, MATEMATNYKO OYEKVBAWKE 1 J11-
CIIEP3UJA
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. Y cMepy KpeTama ayToMoOmIa HaJa3e ce pejaoM Tpu ceMmadopa Koju pajie He3aBHUCHO
jenan o apyror. Ha csakoMm cemadopy ce ¢ BepoBarHOhOoM p = (.6 mojaBsbyje IPBEHO U C
BepoBarHOohoM ¢ = 0.4 3eseHo cBet10. CiiydajHa Beqnuuna X mpejcrasiba 0poj ceMadopa
ope1, KOjuX MPOoJIa3H ayTOMOOMJI 10 IPBOT 3aycTaBbarba. OapeuTn 3aK0H U (DYHKIH]Y
pacmoze/ie BepoBaraoha ciaydajue Bejgudnne X .

Y kyTuju ce Hajaze TPU Kyrjanuie Hymepucane opojesuma 1,2,3. 13 kyTuje ce Ha ciaydajaH
Ha4YUH OUpajy JiBe KYyTJIHIe, jeaHa 1o jeana ca BpahameM. Heka je X Kosmunuk OpojeBa
JIOOUjeHrX y TPBOM U JIPYTOM H3BJIAYCTHY.

(a) Ogpeuru 3aKOH paciojeie ciydajue Beananne X.
(6) Cxunmparu rpaduk dbyakuuje pacnomnene Fy.
(B) 3pauynaru BepoBarHohy na X y3Mme 1eg06pOjHY BPETHOCT.

Hexka je X cinydajua BenndmHa YUju je 3aKOH pacrojese

(—1 0 1)

p 1=2p p)’

3a p € (0, %) Hahu 3akone pacmogene 3a ciayuajie senuunne Y = X2 u Z = e~. Uspa-
gyynatu DY n DZ.

13 ckynma {1,2,...,n} (n > 2) Ha cay4ajan HAYWH OHpajy ce OJjeTHOM JBa PAa3IHINTa
opoja z u y. Heka je S = max{z,y}. Oapenutu pacmnojeny ciaydajHe Beaudure S u
mpauynara P{0.5 < S < 3.5}, P{S > 2}, kao u ouekupame ES.

Beposarnoha ja komapkain norogau kot je p € (0,1). On raba cse nok He noroau. V3pa-
YyHaATH OYeKUBaHW OPOj MOKYyITaja 0 moroTka. 3padyHarn odekuBanu Opoj mpomailiaja,
JIO TTOTOTKA.

Bpoj gecTruna Koje eMUTyje HeKH paJMOAKTHBHH U3BOP Y TOKY jeane cekynue je X - 1010,
rae je X cayudajua Beqmumna ca llyacomoBom P(a), a > 0 pacmomesnom. Uspauynarn
OYeKMBaIbu OPOj YeCTUIA KOje eMUTyje U3BOP y TOKY jejHe cekynje kao u DX.

Tecr nma 10 nuTama, a cBakO muTame Ha TecTy uMa m (m > 2) nonyheHux oaroBopa.
CryeHT 3HA TadaH OJrOBOD HA HEKO muTame ca BepoBaTHOhoM p € (0,1), HE3aBUCHO O
OCTAJINX MHUTamka. AKO He 3Ha OATOBOP, CTYAEHT Ha CJIydajaH HAUWH 3a0KpYKYyje jeIaH o1
nonyhenux oarosopa. MzpadynaTu BepoBaTHONY J1a je CTYAEHT 3a0KPYKUO TAYaH OJTOBOD
Ha Ta4yHO 6 MHUTAbHa.

Cayuajua Benmnunua X nma 6unomuy B(n,p) pacnogeny. Ako je Y = n — X, oapeanrtn
pacnojiesTy ciaydajHe BenuuwHe Y u m3padyHatu EY u DY

JANCKPETHU CJIVHAJHI BEKTOPW, HESBABUCHOCT CJIVHAJHUX BEJIMYVHA

Hopunh ce ce bama gerupu nyra. Heka je X Opoja maamx nucama, a Y nHajBehu 0poj
Y3aCTONMHUX MOHaB/bamka mucMma. OnpeanTn 3ajelHHYKy pacrnojgeny Bekropa (X, Y) u wuc-
MATATH HE3aBUCHOCT CJAYYaJHUX BeJudnHa X U Y.

W3 xyTuje y K0joj cy 4eTupm 1enysbe HyMepucane 6pojeBuMa 1,2.3,4 w3BIade ce meysbe,
0e3 Bpahama, /0K ce He M3BydUe Ie/ly/ba ca HemapuuMm Opojem. Heka je X 30up usByIi-
xeHnx Gpojesa, a Y 6poj mznadema. OnpenuTu pacrnojerty ciaydajHor Bekropa (X,Y),
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Kao u Maprusajine pacuogesie 3a X u Y. Uszpauynaru £X n FY. Ucunraru He3aBUCHOCT
caydajHux Bequunua X U Y W U3padyHaTH oueKkuBaibe rnpoussojga X m Y, EXY.

Heka cy X; m X, He3aBuCHe cJydajHe BeJuduHe ca reomerpujckoM G(p),0 < p < 1,
pacnogenom. Ako je Y = max{X;, X2}, onpeauru pacnojieny ciydajHe eaundure Y.

Hekacy X ~ P(A\) nY ~ P(u) nesasucue caydajue seanaune. Halin pacnomeny mwuxoBor
36upa, Z =X +Y.

ATIPOKCUMAIINJA BMHOMHE PACIIOJAEJIE ITYACOHOBOM PACIIO/IEJIOM

U3 ckyna 6pojesa {1,2,...,n} Ha caydajaH Ha4uH ce, ca BpaliameM, u3BIadn 2n 6pojeBa
(n > 100). Oxpenntn Hajmamu Opoj k Takas Jga BepoBaTHONA 13 OPOj U3BYUEHUX TIETBOP-
KU He Oyae Mamu of k uznocu uajsutre 0.05.

ATICOJIYTHO HETNIPEKMJIHE CJIVHAJHE BEJIMYMHE

Jata je dpyHKIHjA

B kx—l—%, x € (—4,-1),
flw) = { 0, nHave.

(a) Mspauynarn koncranty k 3a Kojy je f(x) rycruna pacnopene (BepoBarnoha) Heke
caydajae Besudnne X.

(6) Oapeauru GYHKIUJY pacojesie Te caydajHe BeJTuInHe.

(B) Uspaaynatn P({X > -3} U{-2 < X <0}).

(r) Uspauynaru oueknsambe EX u aucnepsujy DX.

Halhiu pacnogesy cayuajue sesuuune Y = aX + b, a,b € R, rae je X ~ N (m,d?).
Hexka je X mHempekumHa cjydajHa BeJIHIUHA Ca TYCTHHOM

1
fx(x) = 56"“, —00 < < 00.

Hahu pacnojieny ciydajne equuute Y, rie je Y = X2

Cayuajua Besimauna X uma ekcroneniujasiny £(A) pacnogeny. Oapeauru dynkuuje pac-
nojiesia ciaeaehnx caydajHux BeJUYUHa:

(a) V=1 - X[;

(6) Z =min{X, X?}.
Bpeme (y caruma) g0 gosacka ayrobyca 1 mma excrnoneHnujaiany £(2) pacropeny, JT0K
BpeMe JI0 jioJacka ayTobyca 2 uma ekcnonernnujaany E(N) pacnogeny, riae je A > 0 He-

mo3HaT mapamMerap. AKO je 04eKHBaHO BpeMe 0 J0JIaCKa IpBOI OJ Ta jBa ayrobyca 15
MUHYTA, OJPEJIUTH BPEJTHOCT IapamMeTpa A.
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Bpoj ¢ ce cayuajuo 6upa us cermenra [0,7/2], a 3arum ce kpo3 tauky A(0, 1) nosiaaun
npaBa Koja ¢a IO3UTUBHHUM JIEJIOM I OCe 3aKJala yrao . Ako je D yIa/beHOCT Te IpaBe
0], KOOPJIMHATHOT I0YeTKA, OJIPeJUTH PACIoIesy caydajue sejuunne D.

Cayuajua seqmunna X wMma yaudopmuy U[—1,2] pacmogeny. Ako je Y = min{X, 1},
OJIPEINTHU PacHoiesTy cIydajHe BeaudnHe Y W m3padyHaTu odeKnBame FY .

Cayuajua Besmanna X uma U[—1,4] pacnogeny. OapeuTn pacnoaeny cydajHe Beaudm-
ie Y = | X| n uzpauynatu EY.

Cayuajua emauna X uma U|0, 4] pactiogeny. OApeauTn pacioieny ciydajHe BeJudnHe
Y = [X].

Cayuajua Beqununna X uma craHgapiHy ekcronennujaany pacnogeny &(1). Oupennru
pacnozeny caydajue peamaune Y = X — [X].

[TokaszaTu ja je ouekuBambe ciaydajue seaunanne X koja uma rama y(a, 3), a > 0,8 > 0
pacnogeny EX = a/f n aucnepsuja DX = /3%

[Mokaszaru na 3a X € E(N) Baxu P{X > s+t|X >t} = P{X > s}, s,t>0.
ATTPOKCUMAIINJA BUHOMHE PACIIOJEJIE HOPMAJTHOM

Pabpuka y Toky Jana npousseje 1000 ayromoduiia oj kojux csaku ca seposaruohom 0.05
3axTeBa J0PaJLy.

(a) M3spauymaru BepoBaTHOLY /a y TOKy n3abpanor sana uzmehy 800 u 975 ayromobmia
OyIe HCIIpaBHO.

(6) Kosuku Tpeba ja Oy/le KamanureT NapKUHTA, Ha jaa ca BeposarHoliom 0.9 6yme no-
BOJbAH 33 ayTOMOOHJIE KOjU 9eKajy J0pary’!

Cryment nosmazke TecT Koju ce cacroju on n (n > 100) murama. 3a ¢BAKO MHUTAME je
HOHYDEHO ecT 0/Ir0BOPa O] KOJUX je caMo jefan Tadan. CTYIeHT HACYMUYHO 3a0KPYIKYje
OJITOBOpe. 3a CBAaKW TadyaH OJTOBOD CTYIeHT gobduja 20 moeHa, JOK My ce 3a HeTadYaH
ojy3uma 2 noetna. Kosiuko Hajmame 1pebda ja Oy/ie n 1a jia CTyjieHT ca BepoBarHohom o/
6ap 90% ocsoju 100 nau Bume moena?

JIBa 6uockoma ce tTakMu4e y mpojgaju Kapara 3a 1000 mocermnarna. [IpermoctaBumMo a
CBaKHU Tuiejajial Oupa HE3aBHCHO ca MCTOM BepoBaTHOhoOM jeman oj jBa dwockomna. He-
Ka je N 6poj cemumira y csakoMm o 6mockona (N < 1000). Mzpauynarn N tako jga je
BepoBaTHoha 14 Cy ¢Ba MecTa y NpBOM OMOCKOILY IIOLYEeHA Mamba, o1 1%.

VY Bpruhy ce Hasaze jaBe rommiie ca jeagHakum Opojem makermha. Csako ox 100 geme wa
caydajaH HaYuH OMpa TOMHIJIY U y3uMa nakeruh ca me. Koauko Om HajMame nakeruha
Tpebaso ga Oyle Ha CBAKOj TOMHJIM, Ta Ja BepoBaTHOoha 1a Oyjae HOBOJHHO NaKeTwha 3a
CBY Jienly Koja omabepy Ty rommiy, 6yme 6ap 0.967

AIICOJIYTHO HENPEKNIHU CJIVHAJHI BEKTOPU

Hara je dynkumja ryctume pacmojese aBoanMensnone caydajue seauanne (X, Y):
fla,y) = 2e” @ w >0,y >0
a) Oapenutn dbynknujy pacnogene Fyy.

6
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6) Ucnurarn nesaBucHocT ciaydajuux seauduna X u Y.
B) Ako je T = {(z,y)|r > 0,y > 0,2+ y < 1}, uzpaaynaru P{(X,Y) € T'}.

Tauka A(X,Y) ce cayuajuo Gupa y kBazpary D ca temenuma (1,0),(0,1),(—1,0) u
(0,—1). Oapemuru rycruny pacmojene caydajuor sektopa (X,Y), Kao m MaprunaJme
pacnozene caydajuux Benunauna X u Y. Mzpauynatn FXY .

Cayuajua Beananna X uma excrnonenmmjaany () pacnogerny. Ako je Y = ﬁ - X, omape-
JUTH PACTofiely CIydajHe BeqnunHe Y Kao  caydajHor Bekropa (X, Y).

3a rycrune fx u fy HesaBucHUX caydajHux Besnunua X u Y Baxu fx(r) = m%, r>1mum
fr(y) =1, y€[-2,2]. Ako je Z =2X — Y + 1, 0IpeAnTH IyCTUIHY PACIOAEIIE CIydajHe
BeJIMUNHE /.

Cayuajue emaune X u Y cy He3aBHCHe W HMajy uCTy ekcnoreniujaany £ (1) pacmosey.
Ako je Z = |X — Y|, onpenuTu TyCTHHY paciojiesie caydajHe BeJIuduHe Z.

Bpeme morpebHo 1a ce MalIuHa MOIPABHU je cIydajHa BeanduHa 1 KOoja MMa eKCIIOHEeH-
. <. 1 .
UMjaJiHy paclojesy 4uje je MereMaTudko odekupambe 3. Pupma Hammahyje moupasky

X =10 +e3 (nonapa).
a) M3spadyHartd o4eKuBaHy [IEHY HOLPABKE.

6) OxapemnTu pacrnoieny ciydajue seauunHe X U UCIUTATH Ja JH je OHA ANCOJYTHO
HEIIpEKUnJAHOI' THIIa.

B) Oxpenntu dbyHuKImjy pacnogene caydajnor sekropa (X, T).

Heka cy X u Y HesaBucHe ciaydajue Beaudamne, npu demy X uma yuaudopmuy U[0, 4]
pacmozeny, a Y uma exkcronennujany &(2) pacmogeny. Onpenntn GyHKIH]Y PACIomese
cayuajuor Bekropa (S, 1), rue je

S=-Y, T=X+2Y+2.

Cayuajua sesnunna X uma ekcrioneniujajny (1) pacuogeiy, ciyvajuaa pejuansa Y uma
yuaudopmuy U[0, h] pacrioneny u HesasucHe cy. Ako je Z = X + Y, oapeauTn TycTHHY
pacrojiesie caydajHe BeTHInHe /.

Cnyuajua BesmunHa X uMa BepHyImjeBy pacmojieny ca mapaMeTpoM p = %, a cJIydaj-

Ha BeJuduHa Y je HezaBucHa o4 X u uMa yrudopmHy pactogesny xa uarepsasy [0, 1].
OppenuTn pacnomeny muxopor 36upa, Z = X + Y.

Heka cy Xji,...,X, He3zaBucue ciydajue esmuube u3 yuudopmue U(0,1) pacmosere.
Ako je M = max{Xy,..., X}, am =min{X;,..., X,,}, oapeauru pacnogene cjayIajaux
pennuuHa M u m.

YEBNITOB/BEBA HEJEJJHAKOCT

Axo 3a ciyuajuy emmaway X Baxu ga je EX =3 u DX = 0.01, nporerntn
P{2.5 < X < 3.5}.

KOBAPUJAHCA 11 KOEOUINJEHT KOPEJIAINJE

Kyrmune nymepucane 6pojesuma 1,2,3,4,5,6,7,8 ybaiyjy ce pesiom, jeHa 1o jeHa, y jeIHy
ox ape kKyruje. Ako je X Opoj Kyrinma HyMepHCAHUX IMapHUM OPOjeBUMa KOje ce HAJIa3e y
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1PBOj KyTuju, a Y 0poj KyIJiniia HyMepucaHux OpojeBumMa JieJbuBUM ca 4y JApyroj KyTuju,
U3pavdyHaTH KoepUIujeHT Kopealuje ciaydajHux Beandnna X u Y.

W3 cera on 12 pasznuuntux 6arepuja, Mehy Kojuma cy 3 HOBe, 3a KoOje ce Mo/ipa3yMeBa 1a
cy mcnpasHe, 4 KopuiheHe ajd UCIpaBHE W 5 KOPUIMTNEHUX Al HEUCITPABHUX, HCTOBPe-
MeHO ce bupajy ase. Heka je X 6poj ucnpasuux, a Y 6poj Kopumrhenux Oarepuja mehy
onabpanunm. OpeauTn KOepUIUjeHT KOPeIaluje ciydajunx sejgnanta X u Y u ucuuraru
Jaa an cy mehycobno HezaBucHe.

Ha caygajan HadwH ce Gupa jemHa of BpeJHOCTH u3 cKyna Bpegnocru A = {—2,—1,1,2}.
Heka caygajua senuumna X mpejcTaB/ba oJa0dpaHy BPEIHOCT M HEKa je caydajHa BeJIu-
ynna Y garta ca Y = X2, Oapenurn kopapujanujy cov(X,Y) cayuajunx Benmunna X u
Y, a 3aruM ucuuTaTH /14 JIM Cy OHE HE3ABUCHE.

Cayuajra Bemanna X uva yaudopvuy U[—1, 1] paciogeny. Axo je Y = | X|, uspauynaru
KoeHUIUjeHT Kopealuje caydajunx sejunania X u Y.

Cayuajua Besmauna X uma yaudopmuy U[—1, 1] pacnogeny. Ako je Y = sgnX, uspauy-
HaTU KoepUIUjeHT KopeJialuje cjaydajuux sejuunna X u Y.

Cayuajun Bektop (X, Y') uma yHudOPMHY pactiofieny Ha YHYTPaIHhoj 00JacT KBaapaTa
ca remenuma (0,0), (1,0),(1,1),(0,1). M3pauynarun koeduIujeHT KOpeaaryje CIyIajHux
permanaa T u Y, rae je T = min{%, 1}.

VCJIOBHA PACTIOIEJIA

Y IpBOj KYTH]U ce HaJla3e YeTUPH ITPaBUIHA MOJHEIpa U TO jeJlaH ca 4 cTpaHe, jeJlaH ca
6 cTpaHa M JBa ca 8 cTpaHa, JIOK ce Y APYT0j KYTHjU HAJIA3M IIecT NPABUIHUX TOJHe1apa
u 10 Tpu ca 4 crpane, jaBa ca 6 crpaHa u jegan ca 8 crpana. CBaku mosimeiap je XoMoreH
U cTpaHe cy My HyMmepucane 6pojesumva {1, 2, 3, ..., k}, rie je k 6poj crpana momneapa.
Pesynarar Oamama mosmesapa je 6poj KojuM je HymMepucaHa cTpaHa Ha Kojy je nao. Vsa
CIyYajHO OWpa jelaH MOJIHeap W3 Ipyre KyTHje U CTaB/ha y HPBY, HAKOH Yera W3BJIAYN
jelaH moswenap W3 MpBe KyTHje u Oama ra. Heka je S 6poj cTpana m3BydYeHOr moJiHe-
npa. Oxpeauntu pacnofeny ciaydajue Beauunne S, ako je VIBa HakoH Oalara W3BYUYEHOT
noJine ipa j100maa 6poj Tpu.

JBoanmensnona ciaydajua sesmanna (X, Y) uma yHudOpMHY pacrojiesry Ha TPOYIIy ca
remennma (0,0), (1,0) n (0,1). Oxpenutn fx|y—,(x) - ycJIOBHY I'YCTHHY paciojesie ciy-
JajHe BeanauHe X TPH YCIOBY Y = ).

U3 cermenta [0,1] caygajuo ce 6upa 6poj X, a 3aTuM ce u3 cermenta [5, X| caydajHo

2
oupa 6poj Y. OnpenuTn pacnomeny ciaydajHe BeandnHe Y .

Cayuajua Bemunna X uma ekcrnoneniujaany & (1) pacnomeny. Ako je Y ciayuajua Be-
JIMIUHA TaKBa Ja je
fyix=2(y) = xze™™,

3a cee x > 0 u y > 0, wspauynatu P{X > 2|Y > 1}.

[Boanmensnona caydajua seauanna (X,Y) uma yaudOpMHY pacmojesy Ha TPOYIIY ca
remenuma (0,0), (3,0) n (2,1). Oupemuru fy|xep2(y) - ycioBHy rycruny pacuojeie
caydajue eaudune Y npu yeaosy X € [1,2].

BajemHndka TycTrHa caydajaor Bektopa (X,Y) je

4
f(x,y) = @)

8

x>2,y>2.
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Ako je Z = ln(%) + ln(%), OJPEJIUTH YCJIOBHY PACIHOIELY CAydajHe BeJuduHe 7 LpU
ycaoBy /4 > 1.

KAPAKTEPUCTUYHA OVHKIINJA

OapeanTn KapakTepucTudny (DYHKIH]Y CIydajHe BeJnduHe:

. 1
a) X1 Koja uma ( » > PaCIOIeIY;

l—p
6) X, koja mma 6unomuy B(n, p) pacmnoseny;

B) X3 koja uma ITyaconoBy P () pacnogeny u gokaszaru j1a ako X3 uma I[IyaconoBy P(\)
pacrogeny, a X4 uma IlyacoroBy P(u) pacrojiesy u He3aBUCHE €Y, OHJIA BbUXOB 301D
X3 + X, uma IlyaconoBy P(\ + p) pacuogeiy;

r) X5 koja uma exkcronennujainy £(A) pacrnomeny;
1) X xoja uma Epmnanrosy «y(n, 5) pactomeny;

h) X7 amja rycruna pacnogesne je f(z) = %e’m, r € R, a3aTuM n3padyHaTn O4eKUBAHE
E X7 u nucnepsujy DX7.

Onpe T pacroiesly CIyvajHe BeJInIrHe 32 Ynjy KapakTepucTuany dbyHKImjy ©(t) Baxu
a je:

a) gﬁ(t) — 3+ZOSt;

6) ¢(t) = 5=

Ako cy Y u Z nesaBucHe ciaydajue esmunte Takse gaje X =Y +Z7, rne X uma (0, n+1),
a'Y uma U(0, 1) pacmogeny, oapeuTn pacuojiesy cjiydajHe BeJuduHe 7.

KOHBEPI'EHIIMJE HU30OBA CJIVHAJHUX BEJINMYNHA

0 n
Ommrr wian nu3a X, nMa 3akoH pacuojese X, 1 6 6 . Mlcnuraru kousep-
T m2n? w2n?

reHIfje y pacioiesn u BepoBaTHoNN Hu3a caydajHux BennanHa (V).

JlaT je HM3 HE3aBUCHUX CJYYAJHUX BEJMYMHA YUjU OMINTH 4aaH X, uMma YHH(DOPMHY
U0, n] pacnomeny. Ako je Y, = min{1, X,,}, ucnurarn KOHBEpreHIUjy y PACIOIETN HE3A
caydajuunx sennauna (Y,).

OmnmTya wiaH HU3a He3aBUCHUX CIydajHux Beananna (X, ) uva rycruny pacmnogene f,(x) =
—ir1, ¢ > 1. Vcnnrarn kouBeprennumjy y BepoBaTHONM TOT HU3A.

Omnmrrw wnan X, HH3a HE3aBUCHAX CAYUYAJHUX BEJIMIHHA HMA YCTHHY pactomene f,(x) =
ne " xr > 0. Ako je Y, = X%,,’ UCTIATATH KOHBEPTEHIIN]Y V PACIOAeJ N HHU3a CJIYIajHUX
BeJINYUHA Y,.

> pac-

mozeJIy U Heka je S, = Z Xp.. Joxazatu na uu3 cayvajuux Beaudanna (S,) KOHBEPTUpa
k=1
Y PACIOJeNH Ka CIy9IajHO] BEJHINHN Sy, e Soo uMa yaudbopMuy U[—1, 1] pacnogesy.

wlr—ll\3>|>—l

—1
JlaT je HU3 HE3AaBUCHUX CJIYYAJHUX BEJIUYMHA YHjU OMINTH 4iaH X, uMa ( T
2

n



91. Ba ommry wian X, HA3a HE3ABUCHUX CJIyYajHUX BemvuHa Baxku na je X, =nY — [nY],
rie je Y cayuajua Besmanaa gmja je rycrura pacnogese f(y) = 2y,y € [0, 1]. Ucnurarn
KOHBEDTeHIINjy y PacHofiein HU3a CIyvajunx BeamduHa (X, ).

CJIABI 3AKOH BEJ/IMKUX BPOJEBA

92. Mcnuratn na 1 ciabu 3aKOH BeITMKWX OpOjeBa BayKW 3a HU3 HE3aBUCHUX CJIYUajHUX Be-
JIMIUHA YUjU OMIITH 4IaH X, UMa:

_\/lm \/m>’

a) 3aKOH pacIo/iese ( 1
2 2

6) rycruny pacuojene fx, (z) =ne " x > 0;

—2n 2"
B) 3aKOH pacHojese ( 1 | )
2 2

93. 3a KapakTepUCTUUHY (PYHKIH]Y OIIITer YiaHa X, HU3a HE3aBUCHUX CJIYUYAJHUX BEJUIMHA
n
: — - _ 1 1 1 :
BaXKu Ja je p,(t) = cos(2t). Axo je Y, = - ;(ZXZ‘ + 5), HCHUTATH KOHBEPIeHLHje y
1=
pacrnojiesin U BepoBaTHONM HU3a caydajuux Beaudnna (Y,).

94. JlaT je HU3 HE3aBUCHUX CJIYUAJHUX BeJIWYNHA YHWjU OMINTH YiIaH X, UMa PacHojesry

(—n 0 n)
1 2 1 .
30 1—37 am

Nspauynaru, ako nocroju, lim P{|S,| < §}.
n—oo
HEHTPAJIHA TPAHNYHA TEOPEMA

95. Pauynap y mporecy cabupama OpojeBa BpIIM 3a0KPYKHUBambe Ha HajOJMKu 11e0 Opoj.
[IpermocTaB/ba ce 1a Cy Tpelike HACTajIe 3a0KPYKHBAaheM HE3aBHCHE U YHH(MDOPMHO Pac-
nogesbere Ha cermenty [—0.5,0.5].

a) Ako ce cabupa 1500 GpojeBa, m3paduyHarTu BepoBaTHONY Ja AICOIYTHA BPEIHOCT
VKYTIHe rperike Oyae Beha o 15.

6) Kosamko ce Hajsuie 6pojeBa Mozke cabparu, ma ga ca BepoarHohom 0.9 BpegHOCT
VKyTTHe rperike Oyae Mama o 107

96. a) Cuayuajua seamunaa X wmva yaudopmuy U(0,1) pacmogeny. Ako je Y = —In(X),
OJIPEJINTHU pPacHoJiesTy caydajHe BeandwmHe Y .

6) Ommru wian X, HA3a HE3aBUCHUX CAydajHux Besumunua uva yaudopmuy U(0, 1)
n
pacuojgeny. Ako je Z, = \/iﬁln (e” kl:[1 X%) , HICIIUTaTH KOHBEPIEHIU]Y Y PACIIOLEIN
HU33 CIy9ajHux Beanduna (Z,).

97. Omnrrry 4iaH HU3a HE3ABUCHUX CJIyYajHUX BeuduHa (X,,) uMma rycruny pacnogene f(z) =

3_.—2x
—16“”66 ,x > 0.

a) Axoje Y, = vn(X, —2), tae je X, = % > X}, HCIIUTATH KOHBEPIEHIIU]Y ¥ PACIIO-
k=1

JleJin HA3a, coydajHux BesnanHa (V).
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6) Uspauynaru, ako nocroju,
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