
1. Neka je X potpuno regularan prostor. Ukoliko je K kompaktan a U otvoren podskup X
i K ⊆ U pokazati da postoji neprekidna funkcija f : X → [0, 1] takva da je f(x) = 1 za

x ∈ K i f(x) = 0 za x ∈ X\U .

2. Dokazati da u kompaktnom Hausdorfovom prostoru za svaku neprekidnu funkciju f :
X → X postoji neprazan zatvoren podskup A takav da je f(A) = A. Da li ovo va�i i

ako prostor nije Hausdorfov?

3. Neka je X lokalno kompaktan i Y Hausdorfov. Ako je f : X → Y neprekidna otvorena

surjekcija dokazati da za svaki kompaktan skup K ⊆ Y postoji kompaktan skup C ⊆ X
takav da je f(C) = K.

4. Neka je X regularan prostor i K ⊆ X kompaktan. Dokazati da je K kompaktan.

5. Dokazati da za svaki kompaktan K ⊆ RN (sa standardnom Tihonov	evom topologijom

proizvoda) va�i K = ∂K.

6. Ako je X separabilan metriqki prostor dokazati da postoji �egov podskup P takav da

∂P sadr�i sve neizolovane taqke prostora X.

7. Neka jeX T4-prostor i {Fn}n∈N familija zatvorenih podskupova. Dokazati da je
⋃

n∈N Fn

tako�e T4-prostor.

8. Neka je u ravni data trougaona linija T sa temenima (−4, 0),(2, 3) i (4,−1). Dokazati
da za svaku neprekidnu funkciju f : S1 → R2\{(0, 0)} postoje taqka x ∈ S1 i trougaona

linija T ′, homotetiqna datoj liniji T u odnosu na koordinatni poqetak, takve da f(x)
i f(−x) pripadaju T ′.

9. Dokazati da je proizvod prebrojive familije separabilnih prostora tako�e separabi-

lan.

10. Neka su dati podskupovi R

X := (0, 1) ∪ {2} ∪ (3, 4) ∪ {5} ∪ ... ∪ (3n, 3n+ 1) ∪ {3n+ 2} ∪ ...

i Y = X ∪ 1. Dokazati da postoji neprekidna bijekcija f : X → Y . Da li je X ≈ Y ?

11. Neka je X proizvo	an topoloxki prostor i f, g : X → R dva neprekidna preslikava�a

takva da je f(x) < g(x) za svako x ∈ X. Dokazati da je

{(x, t) ∈ X × R | f(x) < t < g(x)} ≈ X × R

12. Neka je A ⊆ R. Ako je A kompaktan skup na Zorgenfrajevoj pravoj dokazati da ne postoji

strogo rastu�i niz elemenata u skupu A. Da li mo�e da postoji strogo opadaju�i niz?

13. Neka je K kompaktan podksup Rn i U otvoren podskup Rn takav da K ⊆ U . Dokazati da

postoji kompaktan skup S takav da je K ⊆ intS ⊆ S ⊆ U . Da li isto va�i ukoliko se

Rn zameni proizvo	nim prostorom X?

14. Neka su f : X → Y i g : Y → X neprekidna preslikava�a takva da je g◦f = 1X . Ukoliko

je Y Hauzdorfov dokazati da je i X hauzdorfov i da je f(X) zatvoren u Y .

15. Neka je X kompaktan Hauzdorfov prostor i {Uλ}λ∈Λ �egov otvoren pokrivaq. Doka-

zati da postoji konaqna familija neprekidnih funkcija fi : X → [0, 1] takve da

(∀i ∈ {1, 2, ..., n})(∃λi ∈ Λ)fi|Uc
λi

≡ 0 i (∀x ∈ X)
∑n

i=1 fi(x) = 1.

16. Neka je X topoloxki prostor i X∗ �egova kompaktifikacija jednom taqkom. Dokazati

da ukoliko je X∗ povezan tada je X nekompaktan. Da li va�i i obrnuta implikacija?

Da li obrnuta implikacija va�i ukoliko je X jox i povezan?



17. Neka je X topolxka grupa sa operacijom ∗ (X je topoloxki prostor i grupa u odnosu

na operaciju ∗ i ∗ : X2 → X i −1 : X → X su neprekidni). Dokazati da je komponenta

povezanosti X koja sadr�i neutral normalna podgrupa.

18. Neka je je f : S1 → Y = {(x, y) ∈ R2 | x2 − 2|x|+ y2 = 0, x ̸= 0} neprekidno. Dokazati da

je postoji taqka x ∈ S1 takva da je f(x) = f(−x).

19. Neka su A i B neprazni putno povezani podskupovi Rn. Dokazati da je za l > 0 Cl :=
{x ∈ Rn | min(d(x,A), d(x,B)) < l} putno povezan ako i samo ako je l > d(A,B)

2 .

20. Neka je K kompaktan i F zatvoren podskup metriqkog prostora (X, d) i K ∩ F = ∅.
Dokazati da je d(K,F ) > 0. Da li isto va�i za dva zatvorena podskupa?

21. Neka je na prostoru X data relacija ekvivalencije ∼ takva da je X/ ∼ Hauzdorfov

prostor. Dokazati da je skup {(x, y) ∈ X ×X | x ∼ y} zatvoren u X ×X.

22. Neka je prostor Y kompaktan i W otvoren podskup od X × Y takav da je za neku taqku

x0 x0 × Y ⊆ W . Dokazati da postoji otvoren skup U ⊆ X takav da x0 ∈ U i U × Y ⊆ W .

23. Neka je X Hausdorfov prostor i {Kλ}λ∈Λ familija kompaktnih podksupova X. Ako je U
otvoren takav da je

⋂
λ∈ΛKλ ⊆ U dokazati da postoji konaqna podfamilija {Kλi

}i∈{1,2,...,n}
takva da je

⋂n
i=0Kλi

⊆ U .

24. Neka je A kompaktan podskup prostora X i B kompaktan podskup prostora Y . Ukoliko
je U otvoren podskup X × Y takav da je A×B ⊆ U dokazati da postoje otvoreni V ⊆ X
i W ⊆ Y takvi da je A×B ⊆ V ×W ⊆ U .

25. Dokazati da ne postoji prebrojiv kompaktan Hauzdorfov prostor bez izolovanih taqaka.

26. Neka je f : X → Y otvoreno preslikava�e i Y separabilan. Ako je f−1({y}) separabilan
za svako y ∈ Y dokazati da je X separabilan.

27. Neka je na prostoru C[0, 1] svih neprekidnih funkcija na [0, 1] data supremum metrika.

Dokazati da je skup Y = {f ∈ C[0, 1] | f(13) = f(12) = 0} zatvoren.

28. Dokazati da je svako svojstveno preslikava�e f : Rn → Rm zatvoreno. Da li mora biti

otvoreno?

29. Neka je f : R → RN definisano sa f(x) = (x, x, x, ...) (dijagonalno utapa�e). Dokazati da

je f neprekidno ako na kodomenu posmatramo Tihonov	evu topologiju. Da li isto va�i

i za box topologiju?

30. Neka je dat niz kompaktnih T2 prostora {Kn}n∈N takav da je Kn ⊆ intKn+1, ∀n ∈ N.
Ukoliko je

⋃
n∈NKn preborojivo kompaktan dokazati da je tada i normalan i kompaktan.


