SREDNJEKVADRATNE
APROKSIMACIJE

Gradimir V. Milovanovi ¢

MF, Beograd, 21. mart 2011.

EEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEE



Prostor L4(a, b) (kontinualna aproksimacija):

1/2 \

2 . | . L ’ 2
L2(a,b) f-Hsz—(/ 70 dt) < foo b

/
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Prostor L4(a, b) (kontinualna aproksimacija):

1/2 \

Py =4 1], = ( / b\f(t)Ith> < foo
) - . 2

» Opéstije,L;, sa merom (tezinomj(t) = w(t) dt
(+ za realne funkcije),

1/2 \

L2t = L7 171, - ( / Fru) dt) < oo p

/
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Prostor L4(a, b) (kontinualna aproksimacija):

1/2 \

L*(a,b) = <(f I flly = (/b\f(t)Ith> < +00 ¢
) T y 2

» Opéstije,L;, sa merom (tezinomj(t) = w(t) dt
(+ za realne funkcije),

1/2 \

L2t = L7 171, - ( / Fru) dt) < oo p

/

» w(t)—tezinska(nenegativna) funkcija
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Prostor ¢? (diskretna aproksimacija):

» Skupcvorova: X, = {z1,..., 7}
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Prostor ¢? (diskretna aproksimacija):

» Skupcvorova: X, = {z1,..., 7}
» Informacije za aproksimacijuix, f(xx) }i-;

- 1/2
I flly = (Z f(évk)z)
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Prostor ¢? (diskretna aproksimacija):

» Skupcvorova: X, = {z1,..., 7}
» Informacije za aproksimacijuix, f(xx) }i-;

- 1/2
I flly = (Z f(évk)z)

» Tezinska aproksimacijav, = w(xy) > 0

- 1/2
Lflly = (Z wkf(afk)2)
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Prostor ¢? (diskretna aproksimacija):

» Skupcvorova: X, = {z1,..., 7}
» Informacije za aproksimacijuix, f(xx) }i-;

- 1/2
I flly = (Z f(cvk)2)

» Tezinska aproksimacijav, = w(xy) > 0

- 1/2
I flly = (Z wkf(xk)2)

» w; —tezinski koeficijent
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» Polinomska aproksimaciona funkcija:
(,b = Pn € tPn
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» Polinomska aproksimaciona funkcija:
(,b = DPn € t])n
» Minimizacija rastojanjad(f, p,) = ||f — palls
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» Polinomska aproksimaciona funkcija:
(,b = DPn € t])n
» Minimizacija rastojanjad(f, p,) = ||f — palls

: 2
min [ f — pull;
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» Polinomska aproksimaciona funkcija:
(,b = DPn € t])n
» Minimizacija rastojanjad(f, p,) = ||f — palls

: 2
min [ f — pull;

SREDNJEKVADRATNE APROKSIMACIJE — p.4/19



» Polinomska aproksimaciona funkcija:
¢)::]%1652Pn
» Minimizacija rastojanjad(f, p,) = ||f — palls

: 2
min || f = pall3

PnEP,
.
in / (1) — po(®)]Pw(t) dt
1
p%ign Z wi | f(xr) — Jl?n(l“k)]2
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Primer: Aproksimacijaf(t) = sinwt na|—1,1]
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Primer: Aproksimacijaf(t) = sinwt na|—1,1]
u skupuPs:

sin mt /% ag+ait+ast’+ast® = ait + ast® = ps3(t)
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Primer: Aproksimacijaf(t) = sinwt na|—1,1]
u skupuPs:

sin mt /% ag+ait+ast’+ast® = ait + ast® = ps3(t)

(neparnostfunkcije f na|—1, 1]). Minimizacija
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Primer: Aproksimacijaf(t) = sinwt na|—1,1]
u skupuPs:

sin mt /% ag+ait+ast’+ast® = ait + ast® = ps3(t)
(neparnostfunkcije f na|—1, 1]). Minimizacija
1

/ (Sin Tt — Clﬂf — &3t3)2 dt =: F(Cll, ag)
—1
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Primer: Aproksimacijaf(t) = sinwt na|—1,1]
u skupuPs:

sin mt /% ag+ait+ast’+ast® = ait + ast® = ps3(t)
(neparnostfunkcije f na|—1, 1]). Minimizacija
1

/ (Sin Tt — Clﬂf — &3t3)2 dt =: F(Cbl, ag)
—1
zahteva

OF :
— = —2/ (sin it — ait — agtg) tdt =0,
day 1

OF :
__:_2/ (sinmt — art — agt’) ¢ dt = 0.
das —1
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Sistem jednaina:

: : /175 n 7t dt = b
—a —Qq = Sl = —,
3 : 5 : 0 T

! +1 /1#” ntdt =+
—@] + a3 = SIn 7 = - — —
5 L 7 . 0 T
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Sistem jednaina:

1 1 L 1
—a; + —ag = tsinmtdt = —,
0

3 D s
Lo+ /1153 nwtdt =~ —
= —Q3 = smmrwtat = — — —
5T 0 T 7
daje
315 15 35 (m* — 15)
— (la —
MT ol Ty B 273 ’
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Sistem jednaina:

1 1 L 1
—a1 + —a3z = tsinmtdt = —,
0

3 5 T
P /lt?’ ntdt = —
— —Q3 = sin 7 - — — —
5a1 7 0 T 3
daje
315 15 35 (7 — 15)
p— (la —
2 o3 o) 273 ’

a1 = 269229, a3 = —2.8956.
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Funkcijaf(t) i aproksimacioni polinonp;(#)
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Funkcijaf(t) |

aproksimacioni polinomps(7)

1.0

0.5

—-0.5

-1.0

05 \'.c
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Pogodnost: postojanje skalarnog proizvoda
» (f,g) uprostorimaX = L*(a,b) ili ¢?
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Pogodnost: postojanje skalarnog proizvoda
» (f,g) uprostorimaX = L*(a,b) ili ¢?
> (LFll = 1Lflly = (5 f)
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Pogodnost: postojanje skalarnog proizvoda
» (f,g) uprostorimaX = L*(a,b) ili ¢?

> | fll = Il ==/ (f, )
» Osobine (,g,h € X, a € C (skalar)):

(a) (f+g,h)=(fh)+(g,n) (linearnost)

(b) (af,g)=a(f,g) (homogenost)

(¢) (f,9)=I(9g,f) (hermitska simetrija)
(d) (f,f) >0, (f,f)=0 <= f =0 (pozitivhost)
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Pogodnost: postojanje skalarnog proizvoda
» (f,g) uprostorimaX = L*(a,b) ili ¢?

> | fll = Il ==/ (f, )
» Osobine (,g,h € X, a € C (skalar)):

(a) (f+g,h)=(fh)+(g,n) (linearnost)

(b) (af,g)=a(f,g) (homogenost)

(¢) (f,9)=I(9g,f) (hermitska simetrija)
(d) (f,f) >0, (f,f)=0 <= f =0 (pozitivhost)

» Realni prostor X: osobina (c) je simetthost
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Pogodnost: postojanje skalarnog proizvoda
» (f,g) uprostorimaX = L*(a,b) ili ¢?

> | fll = Il ==/ (f, )
» Osobine (,g,h € X, a € C (skalar)):

(a) (f+g,h)=(fh)+(g,n) (linearnost)

(b) (af,g)=a(f,g) (homogenost)

(¢) (f,9)=I(9g,f) (hermitska simetrija)
(d) (f,f) >0, (f,f)=0 <= f =0 (pozitivhost)

» Realni prostor X: osobina (c) je simetthost
» C-S-B nejednakost:

(ol < Ifllllgll (9 € X)

EEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEE



» Sistem$ sastavljen od ne-nula elemenata
prostoraX se nazivaortogonalan ako(f,g) =0

zasvakof #£ g (f,g € 9)
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» Sistem$ sastavljen od ne-nula elemenata
prostoraX se nazivaortogonalan ako(f,g) =0

zasvakof #£ g (f,g € 9)

» Akoje(f, f) =1zasvakof € S, za sistem se
kaze da jeortonormalan
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» Sistem$ sastavljen od ne-nula elemenata
prostoraX se nazivaortogonalan ako(f,g) =0

zasvakof #£ g (f,g € 9)

» Akoje(f, f) =1zasvakof € S, za sistem se
kaze da jeortonormalan

» Najcegi ortogonalni sistemi:
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» Sistem$ sastavljen od ne-nula elemenata
prostoraX se nazivaortogonalan ako(f,g) =0

zasvakof #£ g (f,g € 9)

» Akoje(f, f) =1zasvakof € S, za sistem se
kaze da jeortonormalan

» Najcegi ortogonalni sistemi:

Polinomialni sistemi (algebarski i
trigonometrijski)
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>

SistemS sastavljen od ne-nula elemenata
prostoraX se nazivaortogonalan ako(f,g) =0

zasvakof #£ g (f,g € 9)

» Akoje(f, f) =1zasvakof € S, za sistem se

>

kaze da jeortonormalan
Najce<i ortogonalni sistemi:

Polinomialni sistemi (algebarski i
trigonometrijski)

Nepolinomialni sistemi(npr. Muntzovi sistemi,
Malmquist-Takenaka sistemi, generalisani
eksponencijalni sistemi, itd.)
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Gram-Schmidtov postupak ortogonalizacije
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Gram-Schmidtov postupak ortogonalizacije
U:{907917927"'} — S:{SO()?%OMSOQ?"'}
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Gram-Schmidtov postupak ortogonalizacije
U:{g())gl)gQ)"'} — 32{900790179027"'}

» Konstrukcija nestabilna kada broj funkcija
koje se ortogonalizujuraste!

SREDNJEKVADRATNE APROKSIMACIJE — p.10/19



» Fourierov razvoj | najbolja aproksimacija
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» Fourierov razvoj | najbolja aproksimacija
f e X, S ortonormirani sistem funkcija:

F&) ~ > fro(t),  fr=(f n)
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» Fourierov razvoj | najbolja aproksimacija
f e X, S ortonormirani sistem funkcija:

F&) ~ > fro(t),  fr=(f n)

fr — Fourierovi koeficijenti:

fel = [CFs ou)| < L f Il = [1£]
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» Fourierov razvoj | najbolja aproksimacija
f e X, S ortonormirani sistem funkcija:

F&) ~ > fro(t),  fr=(f n)

fr — Fourierovi koeficijenti:

fel = [CFs ou)| < L f Il = [1£]

» Parcijalna suma Fourierovog razvoja igra
znaajnu ulogu u teoriji aproksimacija

su(t) = > fren(t).
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» Teorema.Neka f € X | neka je X, potprostor
od X generisan bazom { g, ©1, @2, ...}. Tadaje

: 2 2 2 2
min || f — = ||J — Su||” = = .
min [[f =" = [lf = sl = [l /] ;_Oﬁ\fk!
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» Teorema.Neka f € X | neka je X, potprostor
od X generisan bazom { g, ©1, @2, ...}. Tadaje

: 2 2 2 2
min — — = — .
mip I = ol =117 = sl = 1 = 3 15

» Dokaz.Nekajep = ) apyp,. Tada
k=0

If = ol = (f—p, f—p) = (f, /)= (F, 0)— (@, H)+(p, ¥).
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» Teorema.Neka f € X | neka je X, potprostor
od X generisan bazom { g, ©1, @2, ...}. Tadaje

: 2 2 2 2
min — — = — .
mip I = ol =117 = sl = 1 = 3 15

» Dokaz.Nekajep = ) apyp,. Tada
k=0

If = ol = (f—p, f—p) = (f, /)= (F, 0)— (@, H)+(p, ¥).

Kako su

n n n

(fr0) = a(fro0) =Y afe, (0,f) =) arfy
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» Teorema.Neka f € X | neka je X, potprostor
od X generisan bazom { g, ©1, @2, ...}. Tadaje

: 2 2 2 2
min — — = — .
mip I = ol =117 = sl = 1 = 3 15

» Dokaz.Nekajep = ) apyp,. Tada
k=0

If = ol = (f—p, f—p) = (f, /)= (F, 0)— (@, H)+(p, ¥).

Kako su

n n n

(fr0) = a(fro0) =Y afe, (0,f) =) arfy
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| zbog ortogonalnosti{y, v) = > apa, IMmamo
k=0

SREDNJEKVADRATNE APROKSIMACIJE — p.13/19



| zbog ortogonalnosti{y, v) = > agax, iIMamo

n
k=0

If=ollP = IFIP=) 1l (fefe—anf—arfrt+aar)
k=0 k=0
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| zbog ortogonalnosti{y, v) = > agax, iIMamo

n
k=0

If=ollP = IFIP=) 1l (fefe—anf—arfrt+aar)
k=0 k=0

= IFIP = 1fel>+ > | fe — al”
k=0 k=0
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| zbog ortogonalnosti{y, v) = > agax, iIMamo

n
k=0

If=ollP = IFIP=) 1l (fefe—anf—arfrt+aar)
k=0 k=0

= IFIP = 1fel>+ > | fe — al”
k=0 k=0

Minimum nastupa ako | samo ako je

ap = f zasvako k=1,... n.
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| zbog ortogonalnosti{y, v) = > agax, iIMamo

n
k=0

If=ollP = IFIP=) 1l (fefe—anf—arfrt+aar)
k=0 k=0

= IFIP = 1fel>+ > | fe — al”
k=0 k=0

Minimum nastupa ako | samo ako je
ap = f zasvako k=1,... n.

» Dakle, ¢o=s,. Q.E.D.
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| zbog ortogonalnosti{y, v) = > agax, iIMamo

n
k=0

If=ollP = IFIP=) 1l (fefe—anf—arfrt+aar)
k=0 k=0

= IFIP = 1fel>+ > | fe — al”
k=0 k=0

Minimum nastupa ako | samo ako je
ap = f zasvako k=1,... n.

» Dakle, ¢o=s,. Q.E.D.
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2

> Kakoje (f.5,) = (s,.5,) = kz_o n
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2

> Kakoje (f.5,) = (s,.5,) = kz_o n

greska ¢, = f — s,, kod najbolje aproksimacije
je ortogonalnanas,,

(€ns Sn) = (f — Sp,sn) = 0.
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2

> Kakoje (f.5,) = (s,.5,) = kz_o n

greska ¢, = f — s,, kod najbolje aproksimacije
je ortogonalnanas,,

(ena Sn) — (f — Sn; Sn) = 0.
» Takade, zasvaké& =0,1,..., n,

(S —=5n, 1) = (f - ny%,sﬁk) = (f,01)= Y fulw,or) =0.
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> Kakoje (f.5,) = (s,.5,) = kf_oyfk 2

greska ¢, = f — s,, kod najbolje aproksimacije
je ortogonalnanas,,

(ena Sn) — (f — Sn; Sn) = 0.
» Takade, zasvaké& =0,1,..., n,

n

(f sn,gok ( qu@pm@k) f Sﬁk) ny(gay,gak) = 0.

v=0

» Dakle, (Vk) e, L ¢, 1. e, L X,.
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» Kakoje X, C X; C Xy C--- Imamo
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» Kakoje X, C X; C Xy C--- Imamo

| f=soll = |If —sil| = ||f —sof| > -+
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» Kakoje X, C X; C Xy C--- Imamo

| f=soll = |If —sil| = ||f —sof| > -+

» Besselova nejednakost. Za svakon € N

> < AP
k=0
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» Kakoje X, C X; C Xy C--- Imamo

| f=soll = |If —sil| = ||f —sof| > -+

» Besselova nejednakost. Za svakon € N
> < AP
k=0

+00
» Kadan — +oo, imamo > |12 < || f|°.
k=0
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» Kakoje X, C X; C Xy C--- Imamo

| f=soll = |If —sil| = ||f —sof| > -+

» Besselova nejednakost. Za svakon € N
> < AP
k=0

+00
» Kadan — +oo, imamo > |12 < || f|°.
k=0

» Redkonvergira: lim f, = lim (f, o) =0.
k—-400 k—-400
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» Kakoje X, C X; C Xy C--- Imamo

| f=soll = |If —sil| = ||f —sof| > -+

» Besselova nejednakost. Za svakon € N
> < AP
k=0

+00
» Kadan — +oo, imamo > |12 < || f|°.
k=0

» Redkonvergira: lim f, = lim (f, o) =0.
k—-400 k—-400

» Vf e X Fourierovi koeficijenti teze nuli.
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>

>

Kako je Xy C X; C Xy C --- Imamo

| f=soll = |If —sil| = ||f —sof| > -+

Besselova nejednakost. Za svakon € N
> < AP
k=0

+00
Kadan — +oo, imamo Y |f.]* < [ f]|*.
k=0

Redkonvergira: lim f. = lim (f,¢r) = 0.
k—-400 k—-400

Vf € X Fourierovi koeficijenti teze nuli.
Parsevalova jednakost Kada jeS gustou X
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1. Ortogonalni polinomi na realnoj pravoj

(f.9) = / F(Hg(t) du(t
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1. Ortogonalni polinomi na realnoj pravoj

(f,9) = . f(t)g(t)
dﬂ(()—Wkonémm i

neogranc“nenim nosaem, za koju su svi moment
= [ t"du(t) kon&nii wy = [, du(t) > 0
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1. Ortogonalni polinomi na realnoj pravoj

(f,9) = . f(t)g(t)
dﬂ(()—Wkonémm i

neogranc“nenim nosaem, za koju su svi moment
= [ t"du(t) kon&nii wy = [, du(t) > 0

H = Hact Hs T [
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1. Ortogonalni polinomi na realnoj pravoj

(f,9) = . f(t)g(t)
dﬂ(()—Wkonémm i

neogranc“nenim nosaem, za koju su svi moment
= [ t"du(t) kon&nii wy = [, du(t) > 0

H = Hact Hs T [
p=pac = du(t) =w(t)dt, w(t) =0
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1. Ortogonalni polinomi na realnoj pravoj

(f,9) = . f(t)g(t)
dﬂ(()—Wkonémm i

neogranc“nenim nosaem, za koju su svi moment
= [ t"du(t) kon&nii wy = [, du(t) > 0

H = Hact Hs T [
p=pac = du(t) =w(t)dt, w(t) =0

w — nenegativnézinskafunkcija
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» Gram-Schmidt-ova ortogonalizacija
U = {1715,152, . } daje S = {7T(),7T1,7T2, . }
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» Gram-Schmidt-ova ortogonalizacija
U = {1,t,t2, . } daje S = {7’(’(),7'('1,7'('2, . }

» monicni ortogonalni polinomi

m:(t) = t* + Elanovi nizeg stepenad: = 0,1, . ..
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» Gram-Schmidt-ova ortogonalizacija
U = {1,t,t2, . } daje S = {7’(’(),7'('1,7'('2, . }
» monicni ortogonalni polinomi
m:(t) = t* + Elanovi nizeg stepenad: = 0,1, . ..

» ortogonalnost

0, n#k,

|7,|%, n=k.

() = (17|20 = {
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TroClana rekurentna relacija (T(VZRR)
» Zbog osobinétf,g) = (f,tg)

Tr1(8) = (€ — ap)m(t) — Beme—1(8), k=0,1,...,
Wo(t) — 1, 7T_1(t) = 0.

() = (ar(dp)), (Br) = (Br(dp)) — nizovi



TroClana rekurentna relacija (T(VZRR)
» Zbog osobinétf,g) = (f,tg)

Tr1(8) = (€ — ap)m(t) — Beme—1(8), k=0,1,...,
Wo(t) — 1, 7T_1(t) = 0.

(ar) = (ar(dp)), (Br) = (Be(dp)) — nizovi
» Pogodno je uzetiy = [, dyu(t)



TroClana rekurentna relacija (T(VZRR)
» Zbog osobinétf,g) = (f,tg)

Tr1(8) = (€ — ap)m(t) — Beme—1(8), k=0,1,...,
Wo(t) — 1, 7T_1(t) = 0.

(ar) = (ar(dp)), (Br) = (Br(dp)) — nizovi
» Pogodno je uzetiy = [, dyu(t)
» Klasicni ortogonalni polinomid, 5 > —1)
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TroClana rekurentna relacija (T(VZRR)
» Zbog osobinétf,g) = (f,tg)

7Tk+1(t) — (t—Ozk)ﬂ'k(t) —ﬁkﬂk_l(t), k:O,l,...
Wo(t) — 1, 7T_1(t) = 0.

(ar) = (ar(dp)), (Br) = (Br(dp)) — nizovi
» Pogodno je uzetiy = [, dyu(t)
» Klasicni ortogonalni polinomid, 5 > —1)

(—1,1) w(z)=(1-t)¥1+t)’ Jacobi
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TroClana rekurentna relacija (T(VZRR)
» Zbog osobinétf,g) = (f,tg)

7Tk+1(t) — (t—Ozk)ﬂ'k(t) —ﬁkﬂk_l(t), k:O,l,...
Wo(t) — 1, 7T_1(t) = 0.

(ar) = (aw(dp)), (Br) = (Be(dp)) — nizovi

» Pogodno je uzetiy = [, dyu(t)

» Klasicni ortogonalni polinomid, 5 > —1)
(—1,1) w(x)=1—-t)*1+t)’ Jacobi
(0, +00) w(t) =t gen. Laguerre
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TroClana rekurentna relacija (T(VZRR)
» Zbog osobinétf,g) = (f,tg)

7Tk+1(t) — (t—Ozk)ﬂ'k(t) —ﬁkﬂk_l(t), k:O,l,...
Wo(t) — 1, 7T_1(t) = 0.

(ar) = (aw(dp)), (Br) = (Be(dp)) — nizovi

» Pogodno je uzetiy = [, dyu(t)

» Klasicni ortogonalni polinomid, 5 > —1)
(—1,1) w(x)=1—-t)*1+t)’ Jacobi
(0, +00) w(t) =t gen. Laguerre

(—00,4+00) w(t) =e " Hermite
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Jacobijeva matrica

Jn(dp) =

SREDNJEKVADRATNE APROKSIMACIJE — p.19/19



Jacobijeva matrica

0y 0 -
VB a1 VB
Jn(dp) = |
Bn—1
0 Bn—1  0y—1

Neklastni ortogonalni polinomi
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Jacobijeva matrica

0y 0 -
VB a1 VB
Jn(dp) = |
Bn—1
0 Bn—1  0y—1

Neklastni ortogonalni polinomi

Numercka konstrukcijavy, 6., kK =0,1,....n—1
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Jacobijeva matrica

v T 0 -
VB a1 VB
Jn(dp) = |
o Bn—1
0 Bn-1 01

Neklastni ortogonalni polinomi
Numercka konstrukcijavy, 6., kK =0,1,....n—1

e Metod modifikovanih momenta
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Jacobijeva matrica

a0 VB 0 -
VB a1 VB
Jn(dp) = |
Bn—1
0 Bn—1  0y—1

Neklastni ortogonalni polinomi
Numercka konstrukcijavy, 6., kK =0,1,....n—1

e Metod modifikovanih momenta

e Diskretizovana Stieltjes-Gautschi-jeva procedura
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	Prostor $L^2(a,b)$
(kontinualna aproksimacija):
	Prostor $ell ^2$ (diskretna aproksimacija):
	
	
	
	
	Pogodnost: postojanje skalarnog proizvoda 
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