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derivations of operator monotone functions in norm ideals of compact
operators, Linear Algebra Appl. 586 (2020), 43-63.
ISSN: 0024-3759, IF 2017: 0,972 M21
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U uvodnom poglav	u uvedene su definicije, oznake (kao i odre�ene
konvencije) i navedena osnovna svojstva kompaktnih operatora i
�ihovih singularnih vrednosti, simetriqno normiraju�ih funkcija
i �ima pridru�enih ideala kompaktnih operatora, Ki Fanovih i
p-modifikovanih unitarno invarijantnih normi, slabih∗ integrala
i transformera tipa unutrax�eg proizvoda, kao i operator
monotonih funkcija kao va�ne potklase Pikovih funkcija. Tako�e
je dat i pregled prethodno poznatih Koxi-Xvarcovih norma
nejednakosti za transformere tipa unutrax�eg proizvoda.



U glavi 2 prikazani su rezultati iz rada [JLM18]. Prvo su dokazane
Koxi-Xvarcove norma nejednakosti za σ-elementarne transformere
(transformere sa prebrojivo mnogo sabiraka) koji deluju na B(H),
gde je H Hilbertov prostor, pri qemu algebarski oblik varijanti
ovih nejednakosti zavisi od prirode razmatranih normi. U sluqaju
||·||Φ(p)∗ normi (p > 2), tj. normi dualnih p-modifikacijama ||·||Φ(p)

unitarno invarijantnih normi ||·||Φ, gde je Φ simetriqno
normiraju�a funkcija, data je nova Koxi-Xvarcova norma
nejednakost u okviru Leme 2.6

LEMA (Joci�, Lazarevi�, Miloxevi� (LAA 2018))

Neka je Φ s.n. funkcija i p > 2. Ako su {An}∞n=1 i {B∗n}∞n=1 j.k.s.
familije u B(H), takve da je (bar) jedna od �ih familija me�usobno
komutiraju�ih normalnih operatora, tada je za sve X ∈ CΦ(p)∗(H)
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Nakon toga dat je niz primena dobijenih nejednakosti, gde je izme�u
ostalog pokazano da za analitiqku funkciju f sa nenegativnim
Tejlorovim koeficijentima va�i

TEOREMA (Joci�, Lazarevi�, Miloxevi� (LAA 2018))

Neka su {An}∞n=1 i {Bn}∞n=1 i j.k.s. i m.k.n.o. familije u B(H) i neka
je f analitiqka funkcija sa nenegativnim Tejlorovim
koeficijentima, takva da je f

(∣∣∣∣∑∞
n=1A

∗
nAn

∣∣∣∣) < +∞ i
f
(∣∣∣∣∑∞

n=1B
∗
nBn

∣∣∣∣) < +∞ (xto je uvek ispu�eno ako je
max

{∣∣∣∣∑∞
n=1A

∗
nAn

∣∣∣∣, ∣∣∣∣∑∞n=1B
∗
nBn

∣∣∣∣} < Rf ). Tada je za svaku s.n.
funkciju Φ i sve X ∈ CΦ(H)

∣∣∣∣∣∣∣∣f( ∞∑
n=1

An ⊗Bn
)
X

∣∣∣∣∣∣∣∣
Φ
6

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
√√√√f( ∞∑

n=1
A∗nAn

)
X

√√√√f( ∞∑
n=1

B∗nBn

)∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
Φ

. (2)

Tako�e dati su ilustrativni primeri konkretnih funkcija ovog
tipa.



U glavi 3 prikazani su rezultati iz rada [JKL20], poqevxi od leme
3.1 u kojoj se razmatraju operatorne i Koxi-Xvarcove nejednakosti
za uniformnu, Hilbert-Xmitovu i nuklearnu normu
σ-elementarnih transformera, kao i pita�a konvergencije tih
transformera u pridru�enim idealima kompaktnih operatora.

LEMA (Joci�, Krtini�, Lazarevi� (Positivity 2020))

(a) Neka su A∗,B ∈L2
G(Ω, µ,B(H)), f, g ∈ H i X ∈ B(H).

(a1) Preslikava�e Ω→ B(H) : t 7→ AtXBt je slabo
∗-integrabilno i

va�i(∫
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LEMA (Joci�, Krtini�, Lazarevi� (Positivity 2020))
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(a3) Ako je
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operator, tada se εI mo�e izostaviti u nejednakosti (3).
(b) Ako δn ↑ δ (=∪∞n=1δn) kad n→ +∞ za neke δn ∈M,
A∗, B ∈ L2
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(v) Neka su {A∗n}∞n=1 i {Bn}∞n=1 j.k.s. familije i X ∈ B(H).
(v1) Tada red
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LEMA (Joci�, Krtini�, Lazarevi� (Positivity 2020))
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(g2) Sliqno, ako su {An}∞n=1 i {Bn}∞n=1 j.k.s. familije i X ∈ C2(H),
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LEMA (Joci�, Krtini�, Lazarevi� (Positivity 2020))

(d) Ako su {An}∞n=1 i {B∗n}∞n=1 j.k.s. familije i X ∈ C1(H), tada∑∞
n=1AnXBn apsolutno konvergira u C1(H) i∣∣∣∣∣∣∣∣ ∞∑
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(e) Ako je {A∗n}∞n=1 j.k.s. familija, {Bn}∞n=1 i j.k.s. i m.k.n.o.

familija i X ∈ C
(◦)

Φ(p)(H), tada
∑∞
n=1AnXBn konvergira u normi

||·||Φ(p) . Isti zak	uqak va�i i ako je {An}∞n=1 i j.k.s. i m.k.n.o.

familija, a {Bn}∞n=1 j.k.s. familija i X ∈ C
(◦)

Φ(p)(H).



Naredna lema 3.2 predstav	a uopxte�e Parsevalove jednakosti za
jako kvadratno integrabilne familije operatora i obezbe�uje
efikasan metod diskretizacije kojim se postoje�e Koxi-Xvarcove
norma nejednakosti za σ-elementarne transformere uopxtavaju na
transformere tipa unutrax�eg proizvoda.

LEMA (Joci�, Krtini�, Lazarevi� (Positivity 2020))

Neka je L2(Ω, µ) separabilan Hilbertov prostor i neka je {un}∞n=1
neka �egova ortonormirana baza. Tada za svako B ∈ L2

G(Ω, µ,B(H))
svi Furijeovi koeficijenti B̂n

def=
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Primeri te primene obuhvataju izme�u ostalog i nejednakost∣∣∣∣∣∣∣∣∫
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u teoremi 3.5 iz [JLM18], pri qemu je p > 2, X ∈ B(H), Φ je s.n.
funkcija, A,B∗ ∈ L2

G(Ω, µ,B(H)) i bar jedna od familija {At}t∈Ω
ili {Bt}t∈Ω je m.k.n.o. familija. Prethodna norma nejednakost
predstav	a nediskretno uopxte�e nejednakosti (1).



Tako�e, slede�a teorema 3.7. predstav	a proxire�e [J05, th. 4.1] i
dopu�uje [JMD, th. 3.5].

TEOREMA (Joci�, Krtini�, Lazarevi� (Positivity 2020))

Neka je Φ s.n. funkcija, p > 2, X ∈ CΦ(p)∗(H) i A,B∗ ∈ L2
G(Ω, µ,B(H))

takve da je bar jedna od familija A
def= {At}t∈Ω i B∗

def= {B∗t }t∈Ω
m.k.n.o. familija.
(a) Ako je, dodatno,
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TEOREMA (Joci�, Krtini�, Lazarevi� (Positivity 2020))
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Primeri primene nejednakosti (4) obuhvatuju Koxi-Xvarcove
norma nejednakosti za tranformer vrednosne Furijeove

transformacije µ̂(A) def= Fµ(A) def=
∫
R
eitA dµ(t), odnosno

f̂(A) def= Ff(A) def=
∫
R
eitAf(t) dt, prikazane u teoremi 3.10, kao i

derivacionu norma nejednakost

∣∣∣∣√iA∗ − iA (µ̂(A)X −Xµ̂(B)
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iB∗ − iB
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6
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Φ(p)∗

za operator vrednosne Furijeove transformacije klase kompleksnih
mera, evaluiranih na disipativnim operatorima A i B, od kojih je
bar jedan normalan.



U glavi 4 razmatraju se rezultati iz radova [JKLMM] i [Laz19],
poqevxi od leme 4.1 iz [JKLMM] i operatornog identiteta.

LEMA (JKLMM (CAOT 2018))

Ako α1, . . . , αN ∈ (0, 1] zadova	avaju
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N
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Na osnovu identiteta (7) izvedene su operatorna Gris-Landauova
nejednakost za elementarne transformere (operatore) u posledici
4.2, odakle se u teoremi 4.5 za p > 0 neposredno dobija nejednakost

TEOREMA (JKLMM (CAOT 2018))

Ako je Φ s.n. funkcija, p > 0, tada je pod uslovima Leme 4.1
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Specijalno, za Xatenove norme ||·||p pri p > 2, dobijena nejednakost
(8) se dodatno uprox�ava na naqin prikazan u nejednakostima
(4.22)-(4.24) teoreme 4.5, xto izme�u ostalog omogu�ava utvr�iva�e
pod kojim uslovima se dosti�e jednakost u dobijenim
nejednakostima.



Pomo�u identiteta (7) izvedena je i uopxtena Gris-Landauova
norma nejednakost za operator monotone funkcije u teoremi 4.4.

TEOREMA (JKLMM (CAOT 2018))

Neka je f : [0,+∞)→ [0,+∞) takva da je f(0) = 0 i funkcija
t 7→ f(

√
t) je konveksna. Tada je pod uslovima Leme 4.1∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣f
(∣∣∣∣ N∑
n=1

α−1
n A

∗
nXBn −

( N∑
n=1

A∗n

)
X

( N∑
n=1

Bn

)∣∣∣∣)

+
∑

16m<n6N
f

(
α

1
2
mα

1
2
n

∣∣∣∣(α−1
m Am−α−1

n An)
(
cI+

(
c2I−

N∑
n=1

α−1
n A

∗
nAn+

∣∣∣ N∑
n=1

An

∣∣∣2) 1
2
)−1

×
( N∑
n=1

α−1
n A
∗
nXBn −

( N∑
n=1

A∗n

)
X

( N∑
n=1

Bn

))
− cX(α−1

mBm− α−1
n Bn)

∣∣∣∣)
∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
Φ

6

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣f
(
c2
( N∑
n=1

α−1
n B

∗
nX
∗XBn−

( N∑
n=1

B∗n

)
X∗X

( N∑
n=1

Bn

)))∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
Φ

. (9)



U ovoj glavi prikazana je i operatorna verzija Gris-Landauove
nejednakosti za transformere tipa unutrax�eg proizvoda.

TEOREMA (Lazarevi� (Filomat 2019))

Neka je µ verovatnosna mera na Ω, neka su o.v. funkcije
A∗, B ∈ L2

G(Ω, µ,B(H)), f, g ∈ H, X ∈ B(H) i η ∈ [0, 1]. Tada je

∣∣∣∣∫
Ω
AtXBt dµ(t)−

∫
Ω
At dµ(t)X

∫
Ω
Bt dµ(t)

∣∣∣∣2η 6∣∣∣∣∣∣∣∣∫
Ω
AtA

∗
t dµ(t)−

∣∣∣∣∫
Ω
A∗t dµ(t)

∣∣∣∣2∣∣∣∣∣∣∣∣η(∫
Ω
B∗tX

∗XBt dµ(t)−
∣∣∣∣X∫

Ω
Bt dµ(t)

∣∣∣∣2)η
iz rada [Laz19], pomo�u koje su izvedene i odgovaraju�e norma
nejednakosti za Hilbert-Xmitove norme i druge p-modifikovane
norme u posledici 4.13, teoremama 4.15, 4.16 i 4.19.



Pod uslovima teoreme 4.10 dodatno je pokazano u teoremi 4.11

TEOREMA (Lazarevi� (Filomat 2019))

Neka su ispu�eni uslovi Teoreme 4.13, neka su {At}t∈Ω i {Bt}t∈Ω
familije samoadjungovanih operatora koje zadovo	avaju uslov
ϕ 6 At 6 Φ za neke samoadjungovane operatore ϕ,Φ ∈ B(H) koji
komutiraju sa At za svako t ∈ Ω i za koje va�i ϕΦ = Φϕ, kao i
γ 6 Bt 6 Γ za neke samoadjungovane γ,Γ ∈ B(H) koji komutiraju sa
Bt za svako t ∈ Ω i za koje je γΓ = Γγ. Tada va�i∣∣∣∣∫

Ω
AtBt dµ(t)−

∫
Ω
At dµ(t)

∫
Ω
Bt dµ(t)

∣∣∣∣2η
6
∣∣∣∣∣∣∣∣∫

Ω
A2
t dµ(t)−

∣∣∣∣∫
Ω
At dµ(t)

∣∣∣∣2∣∣∣∣∣∣∣∣η(∫
Ω
B2
t dµ(t)−

∣∣∣∣∫
Ω
Bt dµ(t)

∣∣∣∣2)η
6
∣∣∣∣∣∣∣∣(Φ−

∫
Ω
At dµ(t)

)(∫
Ω
At dµ(t)− ϕ

)∣∣∣∣∣∣∣∣η(Γ−
∫

Ω
Bt dµ(t)

)η(∫
Ω
Bt dµ(t)− γ

)η
6

1
42η ||Φ− ϕ||

2η(Γ− γ)2η.



U glavi 5 razmatrani su rezultati iz rada [JLM20], u kome su
prikazane norma nejednakosti za uopxtene funkcijske derivacije:

potklase funkcija iz disk algebre A(D), evaluiranih u
razliqitim klasama (ne obavezno normalnih) kontraktivnih
operatora;

operator monotonih funkcija za hiponormalne,
kohiponormalne, akretivne operatore i operatore koje imaju
strogo kontraktivan realan deo.



Tako se u prvom sluqaju razmatraju A,B ∈ B(H) koji su kontrakcije,
xto je pokazano u delu (a1) teoreme 5.1

TEOREMA (Joci�, Lazarevi�, Miloxevi� (LAA 2020))

Neka su A,B ∈ B(H) kontrakcije, p > 2,Φ s.n. funkcija,
∑∞
n=0 cn

apsolutno konvergentan red kompleksnih brojeva za koji je
∑∞
n=0 |cn|

6 1 i neka je f(z) def=
∑∞
n=0 cnz

n za |z| 6 1. Ako za neko X ∈ B(H) :
(a1) AX −XB ∈ CΦ(H) i A,B su normalni operatori, tada i
operator

√
I −A∗A

(
f(A)X −Xf(B)

)√
I −BB∗ ∈ CΦ(H), pri qemu je∣∣∣∣√I −A∗A(f(A)X −Xf(B)

)√
I −BB∗

∣∣∣∣
Φ

6
∣∣∣∣√I − f(A)∗f(A) (AX −XB)

√
I − f(B)f(B)∗

∣∣∣∣
Φ. (10)

Alternativno, ukoliko je dodatno AX −XB ∈ CΦ(p)∗(H) i (bar) jedan

od operatora A ili B je normalan, tada
√
I −A∗A

(
f(A)X −Xf(B)

)
√
I −BB∗ ∈ CΦ(p)∗(H) i (10) va�i za Φ(p)∗

umesto za Φ. Ukoliko pak
AX −XB ∈ C1(H), tada (10) va�i kada se norma ||·||Φ zameni
nuklearnom normom ||·||1.



Ilustrativni primeri derivacionih nejednakosti za nuklearne
norme i konkretne funkcije disk algebre A(D) prethodnog tipa
prikazani su u posledici 5.4

POSLEDICA (Joci�, Lazarevi�, Miloxevi� (LAA 2020))

Ako su A,B ∈ B(H) kontrakcije i n ∈ N, tada je∣∣∣∣√I −A∗A(eAX−XeB)√I −BB∗∣∣∣∣1
6 1

e

∣∣∣∣√e2I − eA∗eA (AX−XB)
√
e2I − eBeB∗∣∣∣∣

1, (11)∣∣∣∣√I −A∗A(eX − ∞∑
n=0

AnXBn

n!
)√
I −BB∗

∣∣∣∣
1

6 1
e

∣∣∣∣√e2I − eA∗eA (X −AXB)
√
e2I − eBeB∗∣∣∣∣

1, (12)∣∣∣∣∣∣√I −A∗A((arcsinA)X −X arcsinB
)√
I −BB∗

∣∣∣∣∣∣
1

6 2
π

∣∣∣∣∣∣√π2

4 I − |arcsinA|2(AX −XB)
√

π2

4 I − |arcsinB∗|2
∣∣∣∣∣∣

1
, (13)



POSLEDICA (Joci�, Lazarevi�, Miloxevi� (LAA 2020))

∣∣∣∣∣∣√I −A∗A(π2X − ∞∑
n=0

(2n)!
22n(n!)2(2n+ 1)A

2n+1XB2n+1
)√
I −BB∗

∣∣∣∣∣∣
1

6 2
π

∣∣∣∣∣∣√π2

4 I − |arcsinA|2 (X −AXB)
√

π2

4 I − |arcsinB∗|2
∣∣∣∣∣∣

1
, (14)∣∣∣∣∣∣√I −A∗A((I −A) exp

( n∑
k=1

Ak

k

)
X −X(I −B) exp

( n∑
k=1

Bk

k

))√
I −BB∗

∣∣∣∣∣∣
1
6∣∣∣∣∣∣∣∣

√
I −

∣∣∣(I −A) exp
( n∑
k=1

Ak

k

)∣∣∣2(AX −XB)
√
I −

∣∣∣(I −B∗) exp
( n∑
k=1

B∗k

k

)∣∣∣2∣∣∣∣∣∣∣∣
1
,

(15)



POSLEDICA (Joci�, Lazarevi�, Miloxevi� (LAA 2020))

∣∣∣∣√I−A∗A(AX+(I−A) log(I−A)X−XB −X(I−B) log(I−B)
)√
I−BB∗

∣∣∣∣
1

6
∣∣∣∣∣∣√I − ∣∣A+ (I −A) log(I −A)

∣∣2 (AX −XB)√
I −

∣∣B∗ + (I −B∗) log(I −B∗)
∣∣2∣∣∣∣∣∣

1
. (16)

kad god AX −XB ∈ C1(H) u (11), (13), (15) i (16), kao i kad je
X −AXB ∈ C1(H) u (12) i (14).



U drugom sluqaju razmatrane su operator monotone funkcije na
(−1, 1) i [0,+∞), koje redom predstav	aju potklase Pikovih
funckija P(−1, 1) i P[0,+∞). Tako je u delu (g) teoreme 5.6
pokazano da va�i slede�a operatorna varijanta teoreme o sred�oj
vrednosti za operator monotone funkcije.

TEOREMA (Joci�, Lazarevi�, Miloxevi� (LAA 2020))

Neka je Φ s.n. funkcija, p > 2 i A,B,X ∈ B(H), takvi da ukoliko je
ϕ ∈ P(−1, 1) tada A i B imaju strogo kontraktivni realni deo, a
ukoliko je ϕ ∈ P[0,+∞) nekonstantna funkcija tada su A i B strogo
akretivni. Ako su dodatno i A i B normalni, takvi da
AX −XB ∈ CΦ(H), tada je

∣∣∣∣ϕ(A)X−Xϕ(B)
∣∣∣∣

Φ 6

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
√
ϕ′
(
A∗ +A

2

)
(AX−XB)

√
ϕ′
(
B +B∗

2

)∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
Φ

, (17)



TEOREMA (Joci�, Lazarevi�, Miloxevi� (LAA 2020))

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
√
A∗ +A

2
(
ϕ(A)X −Xϕ(B)

)√B +B∗

2

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
Φ

6

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
√
A∗ +A

2 ϕ′
(
A∗ +A

2

)
(AX −XB)

√
B +B∗

2 ϕ′
(
B +B∗

2

)∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
Φ

6

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
√
ϕ

(
A∗ +A

2

)
(AX −XB)

√
ϕ

(
B +B∗

2

)∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
Φ

ako je ϕ(0) = 0,

∣∣∣∣∣∣∣∣ϕ′(A∗ +A

2

)−1/2(
ϕ(A)X −Xϕ(B)

)
ϕ′
(
B +B∗

2

)−1/2∣∣∣∣∣∣∣∣
Φ
6 ||AX −XB||Φ.

(18)



Nejednakost (17) (odnosno (18)) predstav	a znaqajno uopxte�e
nejednakosti (69) (odnosno (68)) iz [J05, th. 4.4] za strogo pozitivno
definitne operatora A i B na sve strogo akretivne normalne
operatore. U istoj teoremi 5.6 navedene su i dodatne operatorne
varijante teoreme sred�e vrednosti za operator monotone funkcije
za Q i Q∗ norme, kada se uslov normalnosti za oba operatora A i B
mo�e redukovati na normalnost jednog od �ih i adekvatnu
hiponormalnost ili kohiponormalnost drugog od �ih.



POSLEDICA (Joci�, Lazarevi�, Miloxevi� (LAA 2020))

Neka je Φ s.n. funkcija i neka su A,B ∈ B(H) normalni operatori
takvi da AX −XB ∈ CΦ(H) za neko X ∈ B(H).
(a) Ako su A i B akretivni operatori, tada je za sve θ ∈ [0, 1]

∣∣∣∣∣∣∣∣(A∗ +A

2

)1−θ
2

(AθX −XBθ)
(
B +B∗

2

)1−θ
2
∣∣∣∣∣∣∣∣

Φ
6 θ||AX −XB||Φ, (19)∣∣∣∣√A∗+A

(
log(A)X −X log(B)

)√
B+B∗

∣∣∣∣
Φ 6 2||AX −XB||Φ. (20)

Dodatno, ako su A i B strogo akretivni operatori, tada je∣∣∣∣A(log(I +A)
)−1
X −XB

(
log(I +B)

)−1∣∣∣∣
Φ 6∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣
√√√√log

(
I+A∗+A

2

)
−A

∗+A

2

(
I+A∗+A

2

)−1(
log
(
I+A∗+A

2

))−1

(AX−XB)

×

√√√√log
(
I+B+B∗

2

)
−B+B∗

2

(
I+B+B∗

2

)−1(
log
(
I+B+B∗

2

))−1∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
Φ

.



POSLEDICA (Joci�, Lazarevi�, Miloxevi� (LAA 2020))

(b) Ako A i B imaju strogo kontraktivne realne delove i
0 6 α, β 6 1, tada

1
2

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
√
I −

∣∣∣A∗+A
2

∣∣∣2(log I+A
I−AX −X log I+B

I−B

)√
I −

∣∣∣B+B∗

2

∣∣∣2∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
Φ

6 ||AX −XB||Φ,

π

2

∣∣∣∣∣∣∣∣cos A
∗ +A

π

(
tan 2A

π
X −X tan 2B

π

)
cos B +B∗

π

∣∣∣∣∣∣∣∣
Φ
6 ||AX −XB||Φ,

(21)∣∣∣∣((I +A)α − (I −A)β
)
X −X

(
(I +B)α − (I −B)β

)∣∣∣∣
Φ 6∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣
(
α

(
I + A∗ +A

2

)α−1
+ β

(
I − A∗ +A

2

)β−1)1/2
(AX −XB)

×
(
α

(
I + B +B∗

2

)α−1
+ β

(
I − B +B∗

2

)β−1)1/2∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
Φ

.



U posledici 5.8 teorema 5.6 prime�ena je na najva�nije primere
operator monotonih funkcija, qime su (izme�u ostalog)
nejednakox�u (19) postignuta uopxte�a Hajncove nejednakosti za
pozitivne operatore, nejednakox�u (20) se uopxtava
geometrijsko-logaritamska nejednakost za strogo pozitivne
operatore, dok nejednakost (21) efektivno uopxtava poznatu
nejednakost ||(sinH)X cosK−(cosH)X sinK||Φ 6 ||HX −XK||Φ za
samoadjungovane operatore H i K iz [K98, th. 5] i [Lar08, rem. 25].



Teorema 5.6 omogu�ila je i dobija�e operatorne verzije teoreme o
sred�im vrednostima za funkcije inverzne operator monotonim
funkcijama, kako je to pokazano u posledici 5.10.

POSLEDICA (Joci�, Lazarevi�, Miloxevi� (LAA 2020))

Neka je p > 1,Φ s.n. funkcija, neka je g inverzna funkcija neke
nekonstantne o.m. funkcije na [0,+∞) i neka su C,D,X ∈ B(H), pri
qemu su C i D normalni operatori. Ako su g(C) i g(D) strogo
akretivni operatori takvi da g(C)X −Xg(D) ∈ CΦ(H), tada je∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
√
g′
(
g−1
(
g(C)∗ + g(C)

2

))
(CX −XD)

√
g′
(
g−1
(
g(D) + g(D)∗

2

))∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
Φ

6
∣∣∣∣g(C)X −Xg(D)

∣∣∣∣
Φ.

Specijalno, ako su Cp i Dp strogo akretivni operatori za koje je
CpX −XDp ∈ CΦ(H), tada je

p

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
(
C∗p + Cp

2

)1
2−

1
2p

(CX −XD)
(
Dp +D∗p

2

)1
2−

1
2p
∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
Φ

6
∣∣∣∣CpX −XDp

∣∣∣∣
Φ.



POSLEDICA (Joci�, Lazarevi�, Miloxevi� (LAA 2020))

Specijalno, ako su C,D > 0, tada je∣∣∣∣√g′(C)(CX −XD)
√
g′(D)

∣∣∣∣
Φ 6

∣∣∣∣g(C)X −Xg(D)
∣∣∣∣

Φ,∣∣∣∣∣∣√C(I + C
)−1 + log

(
I + C

)(
CX −XD

)√
D
(
I +D

)−1 + log
(
I +D

)∣∣∣∣∣∣
Φ

6
∣∣∣∣C log

(
I + C

)
X −XD log

(
I +D

)∣∣∣∣
Φ.
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