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Naslov doktorske disertacije

Xtajnerovi sistemi i nove konstrukcije (v, k, t)−pokrivaǌa.

Rezime

Xtajnerov sistem S(t, k, v) je skup koji sadr�i v elemenata (v-skup)

sa familijom k-podskupova (blokova), takvih da je svaki t-podskup

sadr�an u taqno jednom bloku (v > k > t > 1; v, k, t ∈ N). U sluqa-

ju (v, k, t)−pokrivaǌa, svaki t-podskup je sadr�an u bar jednom bloku

date familije. Xtajnerov sistem S(t, k, v) postoji ako i samo ako je

C(v, k, t) =
(

v
t

)/(
k
t

)
, gde je C(v, k, t) kardinalnost minimalnog (v, k, t)−po-

krivaǌa. Problem egzistencije Xtajnerovog sistema S(t, k, v) i problem

odre�ivaǌa minimalnog (v, k, t)−pokrivaǌa su otvoreni problemi, a ǌi-

hova rexeǌa su poznata samo u nekim specijalnim sluqajevima.

Pored pregleda dosadaxǌih rezultata vezanih za problem egzisten-

cije Xtajnerovih sistema i problem minimalnog (v, k, t)−pokrivaǌa, u
ovom radu je dato nekoliko novih konstrukcija (v, k, t)−pokrivaǌa. S

obzirom da broj blokova (v, k, t)−pokrivaǌa predstavǉa gorǌu granicu

vrednosti C(v, k, t), ovim konstrukcijama je dobijen veliki broj gorǌih

granica. U vixe sluqajeva, dobijene gorǌe granice su boǉe od najboǉih

poznatih gorǌih granica vrednosti C(v, k, t).

U disertaciji je data nova kombinatorna konstrukcija minimalnih

(v, 3, 2)−pokrivaǌa, koja predstavǉa uopxteǌe Bouzove i Skolemove kon-

strukcije Xtajnerovih sistema trojki STS(6n + 3) i STS(6n + 1). U sva-

kom od 6 sluqajeva (v = 6n, . . . , 6n + 5), (v, 3, 2)−pokrivaǌe je dobijeno

delovaǌem odre�ene permutacije p na polazni skup blokova. Dobije-

na konstrukcija ujedno predstavǉa novi dokaz tvr�eǌa da su vrednosti

C(v, 3, 2) jednake Xonhajmovoj doǌoj granici L(v, 3, 2).

Preostale konstrukcije (v, k, t)−pokrivaǌa koje su date u ovom radu

su heuristiqke. Najpre je data nova, poboǉxana implementacija pozna-

tog pohlepnog algoritma. Zatim je dat novi pohlepni algoritam, kao i
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teorema o dovoǉnim uslovima za jednakost pohlepnih leks i pohlepnih

koleks pokrivaǌa. Na kraju, koriste�i takozvanu LR proceduru, razvi-

jene su i implementirane jox tri heuristike: metoda velikih okolina,

metoda promenǉivog spusta i opxta metoda promenǉivih okolina.

Metoda velikih okolina je postupak uzastopnog uklaǌaǌa dela rexe-

ǌa i ǌegovog obnavǉaǌa u ciǉu poboǉxaǌa aktuelnog rexeǌa. U pred-

lo�enom algoritmu, to je postupak sistematskog izbacivaǌa i dodavaǌa

blokova u pokrivaǌe, zasnovan na LR proceduri. Pomo�u LR procedure,

iz (v, k, t)−pokrivaǌa se izbacuju blokovi koji samostalno pokrivaju naj-

maǌi broj t-podskupova, a zatim se nepokriveni t-podskupovi pokrivaju

sa xto maǌim brojem novih blokova. Za pokrivaǌe nepokrivenih t-pod-

skupova se koristi pohlepni algoritam.

Metoda promenǉivih okolina je zasnovana na ideji sistematskih pro-

mena okolina u okviru algoritma za lokalno pretra�ivaǌe, kako bi

se izbegla konvergencija ka lokalnom minimumu. Varijanta metode u

kojoj se pretra�ivaǌe okolina vrxi na deterministiqki naqin naziva

se metoda promenǉivog spusta. Varijanta u kojoj je procedura lokalnog

pretra�ivaǌa zameǌena metodom promenǉivog spusta je opxta metoda

promenǉivih okolina. U osnovi lokalnog pretra�ivaǌa primeǌenog u

ove dve heuristike tako�e se nalazi LR procedura.

Metoda velikih okolina, metoda promenǉivog spusta i opxta metoda

promenǉivih okolina, po kvalitetu dobijenih rezultata i po perfor-

mansama, nadmaxuju dve heuristike za rexavaǌe problema minimalnog

(v, k, t)−pokrivaǌa poznate iz literature: simulirano kaǉeǌe i tabu

pretra�ivaǌe. Za razliku od postoje�ih, predlo�ene heuristike je

mogu�e primeniti na proizvoǉno (v, k, t)−pokrivaǌe. Primenom nave-

denih heuristika, u 23 sluqaja su poboǉxane do sada najboǉe poznate

gorǌe granice vrednosti C(v, k, t).

Kǉuqne reqi

Xtajnerovi sistemi, (v, k, t)−pokrivaǌa, metaheuristike, metoda velik-

ih okolina, metoda promenǉivih okolina.
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Steiner systems and new constructions of the (v, k, t)−coverings

Abstract

A Steiner system S(t, k, v) is a set which contains v elements (v-set) and a family

of k-subsets (blocks), such that each t-subset appears in exactly one block (v > k >
t > 1; v, k, t ∈ N). In the case of a (v, k, t)−covering, each t-subset appears in at

least one block of a given family. A Steiner system S(t, k, v) exists if and only if

C(v, k, t) =
(

v
t

)/(
k
t

)
, where C(v, k, t) is the cardinality of minimal (v, k, t)−covering.

As the existence of Steiner system S(t, k, v) and the determination of the minimal

(v, k, t)−covering are still open problems, their solutions are known only in some

special cases.

Besides the review of the previous results related to the problem of the existence

of Steiner systems and the problem of determining the minimal (v, k, t)−covering,

several new constructions of (v, k, t)−covering are given in this paper. Since the

number of blocks in (v, k, t)−covering represents the upper bound on C(v, k, t), a

large number of upper bounds are also obtained by using these constructions. In

many cases, the obtained upper bounds are better than the best known upper bounds

on C(v, k, t).

This dissertation gives a new combinatorial construction of minimal (v, 3, 2)−
coverings, which represents a generalization of Bose and Skolem constructions of

the Steiner triple systems STS(6n + 3) and STS(6n + 1). In each of the 6 cases

(v = 6n, . . . , 6n+ 5), (v, 3, 2)−covering is obtained by applying certain permutation

p to the initial set of blocks. The obtained construction also represents a new proof

of the statement that the values of C(v, 3, 2) are equal to Schönheim lower bound

L(v, 3, 2).

Other constructions of (v, k, t)−coverings, given in this paper, are heuristic.

First, we give improved implementation of the well known greedy algorithm. Then,

a new greedy algorithm, as well as the theorem which provides a sufficient con-

dition for equality of greedy lex and greedy colex coverings are given. Finally, by
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using so called LR procedure, three other heuristics are developed and implemented:

Large neighbourhood search, Variable neighborhood descent and General variable

neighborhood search.

Large neighbourhood search is the procedure of alternately destroying and re-

pairing a solution in order to improve the incumbent solution. In the proposed

algorithm, this is the procedure for systematic removing and adding blocks to the

covering, based on LR procedure. By using LR procedure, the blocks which exclu-

sively cover the minimal number of t-subsets are removed from (v, k, t)−covering,

and then the uncovered t-subsets are covered with as few blocks as possible. The

greedy algorithm is used for the covering of the uncovered t-subsets.

Variable neighborhood search is based on the idea of systematic change of neigh-

borhood within a local search algorithm in order to avoid the convergence to a local

minimum. A variant of the method where changes of neighborhood is performed

in a deterministic way is called Variable neighborhood descent. A variant where

the local search procedure is replaced by the Variable neighborhood descent method

is General variable neighborhood search. The basis of the local search procedure

applied in these two heuristics is also LR procedure.

Regarding quality of the obtained results and the performance of the methods,

Large neighbourhood search, Variable neighborhood descent, and General variable

neighborhood search overcome two heuristics for solving the problem of minimal

(v, k, t)−covering known from the literature: Simulated annealing and Tabu search.

Unlike the existing heuristics, the proposed heuristics are applicable to arbitrarily

(v, k, t)−covering. By applying aforementioned heuristics, 23 new best known upper

bounds on C(v, k, t) are established.

Keywords

Steiner systems, (v, k, t)−coverings, metaheuristics, large neighborhood search, vari-

able neighborhood search.

Scientific field

Mathematics
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Predgovor

Predmet ovog rada su dve vrste kombinatornih xema, Xtajnerovi siste-

mi i (v, k, t)−pokrivaǌa, a osnovni problem koji se razmatra je problem

minimalnog (v, k, t)−pokrivaǌa. Bi�e izlo�eno nekoliko konstrukcija

koje u velikom broju sluqajeva daju najboǉa poznata (v, k, t)−pokrivaǌa.
Rad se sastoji iz qetiri celine. U uvodnom delu su opisane kom-

binatorne xeme, a zatim je dat pregled dosadaxǌih rezultata vezanih

za Xtajnerove sisteme (poglavǉe 1.1) i (v, k, t)−pokrivaǌa (poglavǉe

1.3). Posebno su obra�eni Xtajnerovi sistemi trojki (poglavǉe 1.2),

gde je data Bouzova i Skolemova konstrukcija Xtajnerovih sistema

trojki STS(6n + 3) i STS(6n + 1). Kao uopxteǌe tih konstrukcija, u

drugom delu rada je data nova kombinatorna konstrukcija minimalnih

(v, 3, 2)−pokrivaǌa.
Tre�i deo ovog rada je posve�en rexavaǌu problema minimalnog

(v, k, t)−pokrivaǌa korix�eǌem metaheuristika. U poglavǉu 3.1 je opi-

sana nova implementacija poznatog pohlepnog algoritma i jedna ǌegova

modifikacija. Tako�e, dati su dovoǉni uslovi za jednakost pohlepnih

leks i pohlepnih koleks pokrivaǌa. U poglavǉu 3.2 je predstavǉen novi

(LR) algoritam. U poglavǉima 3.3, 3.4 i 3.5, redom su opisane heuris-

tike razvijene za rexavaǌe problema minimalnog (v, k, t)−pokrivaǌa:
metoda velikih okolina, metoda promenǉivog spusta i opxta metoda

promenǉivih okolina. Primenom navedenih heuristika dobijena su 23

pokrivaǌa koja su boǉa od najboǉih poznatih pokrivaǌa.

U posledǌem delu je dat zakǉuqak i nauqni doprinos ovog rada.

Ovom prilikom bih �eleo da se zahvalim mentoru, doc. dr Alek-

sandru Savi�u, koji je rukovodio izradom ove doktorske disertacije,
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kao i qlanovima komisije: dr Nenadu Mladenovi�u, prof. dr Milanu

Dra�i�u i prof. dr �or�u Dugoxiji.

Posebnu zahvalnost dugujem prof. dr Veri Kovaqevi�-Vujqi� na

podrxci da ovu disertaciju privedem kraju.

Iznad svega se zahvaǉujem svojoj porodici, supruzi Dragani i

�erkama Mariji i Mili, na ogromnom strpǉeǌu i podrxci.
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Glava 1

Uvod

Kao poqetak razvoja teorije kombinatornih xema obiqno se uzima kraj

18. veka, kada je Ojler1 predstavio ”problem 36 oficira”, odnosno

problem egzistencije ortogonalnih latinskih kvadrata. Posebno zna-

qajnu ulogu u razvoju kombinatornih sistema trojki imaju radovi Xtaj-

nera2 i Kirkmana3, sredinom 19. veka. S obzirom na veliki broj otvo-

renih problema, tokom 20. veka su intenzivirana istra�ivaǌa iz ove

oblasti. Svojim znaqajem istiqu se radovi Hananija4, Hola5, Rajzera6

i drugih [25]. Posledǌih godina znaqajnu ulogu ima primena raqunara

i metoda kombinatorne optimizacije u rexavaǌu jox uvek velikog broja

otvorenih problema vezanih za kombinatorne xeme.

Kombinatorna xema (combinatorial design) ili blok xema (block de-

sign) je jedna vrsta incidentnog sistema [21, 36]. U najxirem smislu,

blok xema je ure�eni par (V,B), gde je V konaqan skup i B familija

podskupova (blokova) skupa V , tako da su zadovoǉeni odre�eni uslovi

”balansiranosti” [79]. Na primer, neka je

B = {{1, 2, 3}, {3, 4, 5}, {5, 6, 1}, {1, 4, 7}, {2, 5, 7}, {3, 6, 7}, {2, 4, 6}}
1Leonhard Euler, xvajcarski matematiqar, 1707-1783.
2Jakob Steiner, xvajcarski matematiqar, 1796-1863.
3Thomas Kirkman, britanski matematiqar, 1806-1895.
4Haim Hanani, izraelski matematiqar, 1912-1991.
5Marshall Hall, ameriqki matematiqar, 1910-1990.
6Herbert Ryser, ameriqki matematiqar, 1923-1985.
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skup koji sadr�i 7 podskupova skupa V = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}. (V,B) je blok

xema koja zadovoǉava slede�e uslove balansiranosti:

a) Svi elementi skupa B su troqlani podskupovi skupa V i

b) Svaki dvoqlani podskup od V sadr�an je u taqno jednom bloku iz B.

Blok xema iz prethodnog primera mo�e se grafiqki predstaviti kao

Fano ravan [23, 46] - projektivna ravan reda 2, sa 7 taqaka i 7 pravih

koje predstavǉaju blokove (Slika 1.1).

1 3

5

46

2

7

Slika 1.1: Fano ravan

Blok xema (V,B) koja zadovoǉava uslove a) i b) je Xtajnerov sistem

trojki. Opxtije, Xtajnerov sistem (Steiner system) je blok xema (V,B)

koja zadovoǉava:

a1) Svi blokovi iz B su kardinalnosti k (k-podskupovi skupa V ) i

b1) Svaki t-podskup skupa V sadr�an je u taqno jednom bloku iz B,

gde su t, k i v = |V | prirodni brojevi za koje va�i 2 6 t < k < v. Vixe

reqi o Xtajnerovim sistemima bi�e u narednom poglavǉu.

U ovoj disertaciji, od posebnog interesa su xeme pokrivaǌa (cov-

ering designs) koje mo�emo shvatiti kao uopxteǌe Xtajnerovih sistema.

Naime, ako uslov b1) zamenimo uslovom

b′1) Svaki t-podskup skupa V sadr�an je u bar jednom od blokova iz B,

dobijamo (v, k, t)−pokrivaǌe. Na sliqan naqin se mo�e definisati

(v, k, t)−pakovaǌe. Vixe reqi o (v, k, t)−pokrivaǌima (pakovaǌima) bi�e

u poglavǉu 1.3.

t−xeme (t−designs) tako�e predstavǉaju uopxteǌe Xtajnerovih sis-

tema. Ako uslov b1) zamenimo uslovom
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b′′1) Svaki t-podskup skupa V sadr�an je u taqno λ blokova iz B (λ ∈ N),

dobijamo t−(v, k, λ) xemu. To znaqi da je Xtajnerov sistem ekvivalentan

sa t − (v, k, 1) xemom, dok je Xtajnerov sistem trojki ekvivalentan sa

2 − (v, 3, 1) xemom. Kao i u sluqaju Xtajnerovih sistema, ako uslov b1)

zamenimo uslovom

b′′′1 ) Svaki t-podskup skupa V sadr�an je u najmaǌe (najvixe) λ blokova,

dobijamo t− (v, k, λ) pokrivaǌe (pakovaǌe).

Pored Xtajnerovih sistema, u literaturi su najzastupǉenije 2 −
(v, k, λ) xeme, tj. uravnote�ene nekompletne blok xeme (Balanced Incom-

plete Block Designs - BIBD). Iako je potpuno odre�en parametrima (v, k, λ),

BIBD se najqex�e zadaje sa parametrima (v, b, r, k, λ), gde je b ukupan broj

blokova u B i r broj blokova iz B koji sadr�e fiksiran element skupa

V . Prostim prebrojavaǌem dobijene su jednakosti [93]

vr = bk i λ(v − 1) = r(k − 1), (1.0.1)

odakle se mogu eliminisati parametri b i r. Fixerova7 nejednakost

[28]

b > v (ekvivalentno: r > k), (1.0.2)

tako�e daje neophodne uslove za egzistenciju BIBD-a sa parametrima

(v, b, r, k, λ). Za BIBD, za koji va�i jednakost b = v (tj. r = k), ka�emo da

je simetriqan. Pored (1.0.1) i (1.0.2), neophodne uslove za egzistenciju

simetriqnog BIBD-a sa parametrima (v, b, r, k, λ) dali su Brok, Rajzer i

Qola8 [14, 87]:

− ako je v paran, tada je k − λ potpun kvadrat,

− ako je v neparan, tada jednaqina z2 = (k − λ)x2 + (−1)(v−1)/2λy2 ima ne-

trivijalno rexeǌe u skupu celih brojeva.

Xeme sa balansiranim parovima (Pairwise Balanced Designs - PBD)

predstavǉaju uopxteǌe BIBD-a. Kod PBD-a kardinalnost svih bloko-

7Ronald Fisher, britanski matematiqar-statistiqar, 1890-1962.
8Bruck-Ryser-Chowla theorem.
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va ne mora biti jednaka k ve� mo�e pripadati datom konaqnom skupu

vrednosti K ⊂ N.
Ure�ene xeme (directed designs) predstavǉaju uopxteǌe Xtajnerovih

sistema, tj. t−xema. Kod ure�enih xema, umesto podskupova {a1, a2, . . . , an}
posmatraju se odgovaraju�e ure�ene n-torke (a1, a2, . . . , an).

Od ostalih blok xema treba pomenuti ortogonalne xeme (ortogo-

nal designs), turnirske xeme (tournament designs), cikliqne sisteme

(cyclic systems), grafiqke xeme (graphical designs), kao i veliki broj

kombinatornih objekata koji su u tesnoj vezi sa kombinatornim xema-

ma: Latinske kvadrate (Latin squares), Rumove kvadrate (Room squares),

Adamarove matrice (Hadamard matrices), ortogonalne nizove (orthogonal

arrays), kodove (codes), multigrafove (multigraphs), itd.

Centralno pitaǌe u teoriji kombinatornih xema je pitaǌe egzisten-

cije odre�ene kombinatorne xeme. Na primer, vide�emo da Xtajnerov

sistem trojki (V,B) postoji ako i samo ako je v = 6m + 1 ili v = 6m + 3

(m ∈ N). S obzirom da (v, k, t)−pokrivaǌe (pakovaǌe) postoji za sve vred-

nosti parametara (2 6 t < k < v), u ovom sluqaju centralni problem je

odre�ivaǌe minimalnog (maksimalnog) (v, k, t)−pokrivaǌa (pakovaǌa), u

smislu kardinalnosti skupa B.
Dve blok xeme (V1,B1) i (V2,B2) su izomorfne ako postoji bijektivno

preslikavaǌe f : V1 7→ V2 koje quva blokove (B ∈ B1 ⇔ f(B) ∈ B2). Zbog

toga, rexeǌa navedenih problema ne zavise od izbora samog skupa V

ve� od kardinalnosti skupa V . Pored rexavaǌa navedenih problema,

veliki broj nauqnih radova iz ove oblasti bavi se odre�ivaǌem svih

neizomorfnih xema sa datim parametrima. Na primer, do na izomor-

fizam, postoje jedinstveni Xtajnerovi sistemi trojki za v = 7 (Slika

1.1) i v = 9, taqno dva Xtajnerova sistema trojki za v = 13, itd [25].

Na kraju, pomenimo xiroku primenu kombinatornih xema u kreiraǌu

statistiqkih testova, turnirskih rasporeda i loto sistema, u prenosu

podataka i kriptografiji, u kodiraǌu, itd.

Vixe detaǉa o kombinatornim xemama se mo�e na�i u [3, 5, 7, 15,

17, 25, 36, 47, 53, 79, 93, 97].
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1.1 Xtajnerovi sistemi

Kao xto je reqeno u prethodnom delu, Xtajnerov sistem je blok xema

(V,B) koja zadovoǉava uslove a1) i b1), odnosno [15, 25]:

Definicija 1.1.1. Xtajnerov sistem S(t, k, v); t, k, v ∈ N, 2 6 t < k < v je

ure�eni par (V,B) koji zadovoǉava slede�e osobine:

1. V je skup koji sadr�i v elemenata (v-skup).

2. B je familija k-podskupova (blokova) od V .

3. Svaki t-podskup od V sadr�an je u taqno jednom bloku iz B.

Prethodna definicija se mo�e proxiriti za t = 1, t = k i k = v,

kada za Xtajnerove sisteme ka�emo da su trivijalni. S obzirom da

egzistencija Xtajnerovog sistema zavisi samo od vrednosti parametara

v, k i t, korix�eǌe oznake S(t, k, v) je korektno. Za Xtajnerov sistem

trojki S(2, 3, v) uobiqajna oznaka je STS(v) (Steiner triple system), dok je

za Xtajnerov sistem S(3, 4, v) uobiqajna oznaka SQS(v) (Steiner quadruple

system).

Nisu u potpunosti poznati uslovi egzistencije Xtajnerovog sistema

S(t, k, v). Pomo�u slede�e dve leme [3] dobijaju se neki od neophodnih

uslova egzistencije.

Lema 1.1.2. Xtajnerov sistem S(t, k, v) sadr�i
(

v
t

)/(
k
t

)
blokova.

Dokaz. Sledi iz qiǌenice da je
(

v
t

)
broj svih t-podskupova skupa V , dok

je
(

k
t

)
broj t-podskupova sadr�anih u jednom bloku.

Lema 1.1.3. Ako postoji Xtajnerov sistem S(t, k, v) onda postoji Xtaj-

nerov sistem S(t− 1, k − 1, v − 1).

Dokaz. Neka je (V,B) Xtajnerov sistem S(t, k, v) i neka je V ={x1, x2, . . . , xv}.
Neka je Bx1 skup svih k-podskupova iz B koji sadr�e element x1 i neka je

Bx1 skup (k − 1)-podskupova dobijenih od k-podskupova iz Bx1 izbaciva-

ǌem elementa x1. S obzirom da je svaki t-podskup od V , koji sadr�i x1,

sadr�an u taqno jednom bloku iz Bx1, sledi da je svaki (t−1)-podskup od

V \{x1} sadr�an u taqno jednom bloku iz Bx1. To znaqi da je (V \{x1},Bx1)

Xtajnerov sistem S(t− 1, k − 1, v − 1).
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Napomena 1: U prethodnoj lemi, za t = 2 dobija se trivijalni Xtajnerov

sistem S(1, k − 1, v − 1), koji postoji ako i samo ako (k − 1)
∣∣(v − 1).

Napomena 2: Xtajnerov sistem S(t−1, k−1, v−1), dobijen iz Xtajnerovog

sistema S(t, k, v) izbacivaǌem elementa x1 iz blokova koji ga sadr�e,

naziva se kontrakcija 1. reda sistema S(t, k, v). Ponavǉaju�i postupak

na S(t− 1, k− 1, v− 1) dobijamo Xtajnerov sistem S(t− 2, k− 2, v− 2), koji

predstavǉa kontrakciju 2. reda sistema S(t, k, v) itd.

Na osnovu Lema 1.1.2 i 1.1.3 dobijaju se neophodni uslovi za egzis-

tenciju Xtajnerovog sistema S(t, k, v) [3]:

(
k
t

)∣∣∣
(

v
t

)
,
(

k−1
t−1

)∣∣∣
(

v−1
t−1

)
, . . . ,

(
k−t+1

1

)∣∣∣
(

v−t+1
1

)
. (1.1.1)

U opxtem sluqaju, gorǌi uslovi nisu dovoǉni za egzistenciju Xtaj-

nerovog sistema S(t, k, v). Na primer, ne postoje Xtajnerovi sistemi

S(2, 6, 36) [17], S(4, 5, 15) i S(4, 6, 18) [7], iako zadovoǉavaju uslove (1.1.1).

Za Xtajnerov sistem trojki S(2, 3, v), tj. STS(v), uslovi (1.1.1) posta-

ju
(
3
2

)∣∣∣
(

v
2

)
i

(
2
1

)∣∣∣
(

v−1
1

)
, odnosno 6

∣∣v(v−1) i 2
∣∣(v−1). Nije texko videti da su

dobijeni uslovi deǉivosti ekvivalentni sa v ≡ 1 ili 3 (mod 6). Drugim

reqima, neophodan uslov za egzistenciju Xtajnerovog sistema trojki

STS(v) je [53, 93]

v = 6n + 1 ili v = 6n + 3 (n ∈ N). (1.1.2)

U poglavǉu 1.2 �emo videti da je uslov (1.1.2) dovoǉan za egzisten-

ciju Xtajnerovog sistema trojki STS(v). Mo�e se pokazati da su uslovi

(1.1.1) tako�e dovoǉni za egzistenciju Xtajnerovih sistema S(2, 4, v) i

S(3, 4, v), tj. SQS(v). Naime, Xtajnerov sistem S(2, 4, v) postoji ako i

samo ako va�i [38, 82]

v = 12n + 1 ili v = 12n + 4 (n ∈ N), (1.1.3)

8



dok Xtajnerov sistem SQS(v) postoji ako i samo ako va�i [37, 54]

v = 6n + 2 ili v = 6n + 4 (n ∈ N). (1.1.4)

Pre nego xto damo jox jedan neophodan uslov za egzistenciju Xtajne-

rovih sistema, dajemo definiciju i osnovne osobine konaqne projektivne

ravni [15, 23, 46]:

Definicija 1.1.4. Neka je P konaqan skup taqaka, L konaqan skup pravih i

I relacija incidencije izme�u ǌih. (P,L, I) je konaqna projektivna ravan

ako va�e slede�e osobine:

1. Svake dve razliqite taqke iz P su incidentne sa taqno jednom

pravom iz L.
2. Svake dve razliqite prave iz L su incidentne sa taqno jednom

taqkom iz P .

3. Postoje qetiri taqke u P , me�u kojima nikoje tri nisu kolinearne.

Ako je (P,L, I) konaqna projektivna ravan, postoji n ∈ N, n > 2 (red

ravni) tako da svaka prava sadr�i taqno n + 1 taqku. Tada, kroz svaku

taqku prolazi taqno n+1 pravih, a P sadr�i n2 +n+1 razliqitih taqa-

ka. Dakle, (P,L) je Xtajnerov sistem S(2, n+1, n2 +n+1), za koji tako�e

ka�emo da je projektivna ravan reda n. S(2, 3, 7) je najjednostavnija pro-

jektivna ravan (Slika 1.1). Za svaki n = pm (p prost, m ∈ N) postoji

projektivna ravan reda n [46]. Nije poznata projektivna ravan reda n,

za n 6= pm. Ne postoje projektivne ravni reda 6 i 10 [51], a pitaǌe

egzistencije projektivne ravni reda 12 i daǉe je otvoreno.

Neka je sada (V,B) Xtajnerov sistem S(2, k, v), V = {x1, x2, . . . , xv} i

B ∈ B blok koji ne sadr�i x1. Za svaki element xi ∈ B postoji jedin-

stveni blok Bi ∈ B koji sadr�i podskup {x1, xi}, i 6= 1. S obzirom da je

broj blokova iz B koji sadr�e x1 jednak (v − 1)/(k − 1) (broj blokova u

S(1, k−1, v−1)), va�i nejednakost (v−1)/(k−1) > k, tj. v−1 > k(k−1). Pri-

meǌuju�i dobijenu nejednakost na Xtajnerov sistem S(2, k−t+2, v−t+2)

(kontrakcija reda (t− 2)), dobijamo jox jedan neophodan uslov za egzis-
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tenciju Xtajnerovog sistema S(t, k, v) [55]:

v − t + 1 > (k − t + 2)(k − t + 1). (1.1.5)

Pretpostavimo da za Xtajnerov sistem S(2, k, v) va�i jednakost u

(1.1.5), tj. da va�i v − 1 = k(k − 1). To je mogu�e ako i samo ako svaki

blok koji sadr�i x1 ima taqno jedan zajedniqki element sa blokom B.

Poxto to va�i za proizvoǉan blok B i proizvoǉno x1 /∈ B, sledi da

svaka dva razliqita bloka (prave) iz B imaju taqno jedan zajedniqki el-

ement (taqku). Poxto u S(2, k, v), svaka dva razliqita elementa pripada-

ju taqno jednom bloku, Xtajnerov sistem S(2, k, v) je projektivna ravan.

Ako za Xtajnerov sistem S(3, k, v) va�i jednakost u (1.1.5), onda je

kontrakcija S(2, k − 1, v − 1) projektivna ravan reda n, pa je k = n + 2 i

v = n2 + n + 2. Iz uslova deǉivosti (1.1.1) dobijamo
(

n+2
3

)∣∣∣
(

n2+n+2
3

)
, tj.

(n+2)
∣∣(n2 +n+2)(n2 +n+1) = [(n + 2)2 − 3(n + 2) + 4] [(n + 2)2 − 3(n + 2) + 3].

To znaqi da (n + 2)
∣∣12, odnosno n ∈ {2, 4, 10}. S obzirom da S(3, 12, 112) ne

postoji [92], preostaju jedino Xtajnerovi sistemi S(3, 4, 8) i S(3, 6, 22).

Ako za Xtajnerov sistem S(4, k, v) va�i jednakost u (1.1.5), onda je

kontrakcija S(2, k − 2, v − 2) projektivna ravan, a S(3, 4, 8) i S(3, 6, 22) je-

dine mogu�e kontrakcije S(3, k − 1, v − 1). S obzirom da S(4, 5, 9) ne za-

dovoǉava uslove deǉivosti (1.1.1), preostaje jedino Xtajnerov sistem

S(4, 7, 23). Sliqno, S(5, 8, 24) je jedini Xtajnerovi sistem oblika S(5, k, v)

za koji va�i jednakost u (1.1.5), a sistem S(6, 9, 25) ne zadovoǉava uslove

deǉivosti (1.1.1). Time je dokazana slede�a teorema [55] koja opisuje

sve Xtajnerove sisteme za koje se u (1.1.5) dosti�e jednakost.

Teorema 1.1.5. Ako za Xtajnerov sistem S(t, k, v) va�i jednakost

v − t + 1 = (k − t + 2)(k − t + 1), tada:

(i) ako je t = 2, tada je S(t, k, v) projektivna ravan,

(ii) ako je t > 2, tada (t, k, v) ∈ {(3, 4, 8), (3, 6, 22), (4, 7, 23), (5, 8, 24)}.

Poput projektivne ravni, mo�e se definisati afina ravan [15, 23, 46].

Suxtinska razlika je aksioma paralelnosti. Pokazuje se da postoji

n ∈ N, n > 2 (red ravni) tako da svaka prava sadr�i taqno n taqaka,
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dok cela ravan sadr�i n2 razliqitih taqaka. Za indukovani Xtajnerov

sistem S(2, n, n2) tako�e ka�emo da je afina ravan reda n. Tako�e, mo�e

se pokazati da afina ravan reda n postoji ako i samo ako postoji projek-

tivna ravan reda n [46, 53]. S(2, 3, 9) je najjednostavnija, netrivijalna

afina ravan (Slika 1.2).

1 2 3

4 5 6

7 8 9

1 2 3

4 5 6

7 8 9

1 2 3

4 5 6

7 8 9

1 2 3

4 5 6

7 8 9

Slika 1.2: Klase paralelnih pravih afine ravni S(2, 3, 9)

Pomenuli smo da su sve poznate projektivne (afine) ravni reda

n = pm (p prost, m ∈ N). U tom sluqaju, projektivna (afina) ravan se

dobija konstruisaǌem projektivne geometrije PG2(n) (afine geometrije

AG2(n)), dimenzije 2, nad konaqnim poǉem Fn. Opxtije, pomo�u projek-

tivne geometrije PGd(n) i afine geometrije AGd(n), dimenzije d > 2, nad

poǉem Fn, redom se dobijaju slede�i Xtajnerovi sistemi [15, 25, 46]:

S(2, n + 1, nd + . . . + n + 1); n = pm,

S(2, n, nd); n = pm.
(1.1.6)
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Od drugih beskonaqnih familija Xtajnerovih sistema imamo [33,

63]:

S(3, n + 1, nd + 1); n = pm,

S(2, n + 1, n3 + 1); n = pm,

S(2, 2r, 2r+s + 2r − 2s); 2 6 r < s.

(1.1.7)

Prva familija u (1.1.7) je indukovana sfernom geometrijom, druga je

indukovana unitalnom geometrijom (unital geometry), dok je tre�a fami-

lija Denistonovih xema (Denniston designs).

Pored uslova (1.1.1) i (1.1.5), bez dokaza dajemo jox dva neophodna

uslova za egzistenciju Xtajnerovog sistema S(t, k, v) [15, 55]:

v > (t + 1)(k − t + 1),
(

v
t

)
>

(
v

bt/2c
)(

k
t

)
,

(1.1.8)

gde je bxc najve�i ceo broj ne ve�i od x.

Kao xto je reqeno, u opxtem sluqaju nisu poznati dovoǉni uslovi

za egzistenciju Xtajnerovih sistema. Za t > 3 poznato je samo konaqno

mnogo Xtajnerovih sistema S(t, k, v) [15, 30]. Za t = 5 to su: S(5, 6, 12),

S(5, 6, 24), S(5, 6, 36), S(5, 6, 48), S(5, 6, 72), S(5, 6, 84), S(5, 6, 108), S(5, 6, 132),

S(5, 6, 168), S(5, 6, 244), S(5, 7, 28) i S(5, 8, 24), a za t = 4 to su odgo-

varaju�e kontrakcije 1. reda: S(4, 5, 11), S(4, 5, 23), S(4, 5, 35), S(4, 5, 47),

S(4, 5, 71), S(4, 5, 83), S(4, 5, 107), S(4, 5, 131), S(4, 5, 167), S(4, 5, 243), S(4, 6, 27)

i S(4, 7, 23). Nije poznat ni jedan Xtajnerov sistem S(t, k, v), za t > 5.

Na kraju pomenimo da su Xtajnerovi sistemi korix�eni u osporenom,

algebarskom rexeǌu problema qetiri boje [24]. Korix�eno je tvr�eǌe

da za Xtajnerov sistem S(n + 1, 2n, 6n) va�i n 6 4, xto sledi iz prve

nejednakosti u (1.1.7).

Pored datih referenci vezanih za kombinatorne xeme, u [8, 18, 55,

67] se mo�e na�i vixe detaǉa u vezi Xtajnerovih sistema.
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1.2 Xtajnerovi sistemi trojki

U ovom delu, osnovni ciǉ nam je da poka�emo da su uslovi (1.1.2) do-

voǉni za egzistenciju Xtajnerovog sistema trojki STS(v). Pre toga,

izne�emo nekoliko osobina ovih Xtajnerovih sistema. Najkompletniji

pregled Xtajnerovih sistema trojki se mo�e na�i u [18].

Kao xto je reqeno, Xtajnerov sistem trojki STS(v) je specijalni

sluqaj Xtajnerovog sistema S(t, k, v), za t = 2 i k = 3. Dakle, STS(v) je

ure�eni par (V,B), gde je V v-skup i B familija 3-podskupova (blokova)

od V , takvih da je svaki par elemenata iz V sadr�an u taqno jednom

bloku iz B. Iz ugla teorije grafova, Xtajnerov sistem trojki STS(v)

mo�e se predstaviti kao dekompozicija (razbijaǌe) skupa svih grana

kompletnog grafa Kv na trouglove (Slika 1.3).9

1 2

3

4

5

6

7

2

46

1

4

7

6

37

2

5

7

1

3

2

4

3

5

1

5

6

Slika 1.3: Razbijaǌe skupa svih grana grafa K7 na trouglove

Xtajnerove sisteme trojki mogu�e je posmatrati i iz algebarskog

ugla [55]. Na primer, neka je (V, ◦) komutativni grupoid za koji jox va�i

x ◦ x = x i x ◦ (x ◦ y) = y, za sve x, y ∈ V . Ako je B = {(x, y, x ◦ y) : x, y ∈ V,

x 6= y}, onda je (V,B) Xtajnerov sistem trojki. Obrnuto, neka je (V,B)

Xtajnerov sistem trojki i ◦ binarna operacija definisana sa x ◦ x = x

i x ◦ y = tre�i element u bloku koji sadr�i x i y (x, y ∈ V, x 6= y). Tada

je (V, ◦) komutativni grupoid sa osobinama x ◦ x = x i x ◦ (x ◦ y) = y

9Va�i opxtije: Xtajnerov sistem S(2, k, v) predstavǉa razbijaǌe skupa svih grana
kompletnog grafa Kv na k-klike.
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(x, y ∈ V ). Sliqno, svakom Xtajnerovom sistemu trojki (V,B) odgovara

komutativni grupoid (V ∪{e}, ◦), sa jedinicom e i osobinom x◦ (x◦y) = y,

za sve x, y ∈ V .

Vratimo se na problem egzistencije Xtajnerovih sistema trojki. Da

bi dokazali da su neophodni uslovi (1.1.2) ujedno i dovoǉni za egzis-

tenciju Xtajnerovog sistema trojki STS(v), potrebno je dokazati egzis-

tenciju Xtajnerovih sistema STS(6n + 1) i STS(6n + 3), za svako n ∈ N.
Poznato je vixe direktnih i indirektnih konstrukcija navedenih Xtaj-

nerovih sistema trojki. Ovde �emo prikazati Bouzovu konstrukciju

(Bose construction) Xtajnerovih sistema STS(6n + 3) i Skolemovu kon-

strukciju (Skolem construction) Xtajnerovih sistema STS(6n + 1). Pre

toga, dokaza�emo nekoliko pomo�nih tvr�eǌa neophodnih za navedene

konstrukcije. Najpre dajemo slede�u jednostavnu lemu [53]:

Lema 1.2.1. Neka je V v-skup i B familija 3-podskupova (blokova) od V .

Ako je svaki par elemenata iz V sadr�an u bar jednom bloku iz B i ako je

|B| 6 v(v − 1)/6, tada je (V,B) Xtajnerov sistem trojki STS(v).

Dokaz. S obzirom da je broj svih parova iz V jednak
(

v
2

)
, a svaki blok

sadr�i
(
3
2

)
para, iz prvog uslova dobijamo |B| > (

v
2

)/(
3
2

)
= v(v − 1)/6, xto

zajedno sa drugim uslovom daje |B| = v(v − 1)/6. To znaqi da je svaki

par elemenata iz V sadr�an u taqno jednom bloku iz B, odnosno (V,B) je

Xtajnerov sistem trojki.

Napomiǌemo da tako�e va�i: ako je svaki par iz V sadr�an u najvixe

jednom bloku iz B i ako je |B| > v(v−1)/6, tada je (V,B) Xtajnerov sistem

trojki. Sada navodimo definicije kvazigrupe i latinskog kvadrata.

Definicija 1.2.2. (K, ◦) je kvazigrupa reda n ako je K n-skup i ◦ binarna

operacija na K, takva da za sve a, b ∈ K jednaqine a ◦ x = b i y ◦ a = b imaju

jedinstvena rexeǌa u skupu K.

Definicija 1.2.3. Latinski kvadrat reda n je niz n×n (kvadratna xema),

sa elementima iz n-skupa K, tako da su elementi u svakoj vrsti i svakoj

koloni me�usobno razliqiti.
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Bez gubǉeǌa opxtosti, mo�emo uzeti da je K = {1, 2, . . . , n}.
Svakoj kvazigrupi reda n odgovara jedan latinski kvadrat reda n i

obrnuto (Slika 1.4).

◦ 1 2 3 4
1 1 2 3 4
2 4 1 2 3
3 3 4 1 2
4 2 3 4 1

⇐⇒
1 2 3 4
4 1 2 3
3 4 1 2
2 3 4 1

Slika 1.4: Kvazigrupa i odgovaraju�i latinski kvadrat reda 4

Za Bouzovu i Skolemovu konstrukciju neophodne su idempotentne i

polu-idempotentne komutativne kvazigrupe (latinski kvadrati). Kvazi-

grupa je idempotentna ako je i ◦ i = i, za sve i ∈ K. Kvazigrupa reda 2n je

polu-idempotentna ako je i ◦ i = (n + i) ◦ (n + i) = i, za i = 1, . . . , n. Kvazi-

grupa je komutativna ako i samo ako je odgovaraju�i latinski kvadrat

simetriqan u odnosu na glavnu dijagonalu. Na Slici 1.5 je data idem-

potentna komutativna kvazigrupa reda 5 (a) i polu-idempotentna komu-

tativna kvazigrupa reda 4 (b).

◦ 1 2 3 4 5
1 1 4 2 5 3
2 4 2 5 3 1
3 2 5 3 1 4
4 5 3 1 4 2
5 3 1 4 2 5

a)

◦ 1 2 3 4
1 1 3 2 4
2 3 2 4 1
3 2 4 1 3
4 4 1 3 2

b)

Slika 1.5: Idempotentna i polu-idempotentna komutativna kvazigrupa

Slede�a lema daje dovoǉne uslove za egzistenciju idempotentne ko-

mutativne kvazigrupe [53, 93].

Lema 1.2.4. Idempotentna komutativna kvazigrupa reda n postoji ako i

samo ako je n neparan.

Dokaz. ⇒) Neka je (K, ◦) idempotentna komutativna kvazigrupa reda n.

Neka je a ∈ K i Ra = {(x, y) : x ◦ y = a}. Svakom elementu skupa Ra odgo-
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vara taqno jedno ”a” u odgovaraju�em latinskom kvadratu, odakle je

|Ra| = n. S obzirom da je kvazigrupa idempotentna taqno jedan element

skupa Ra se nalazi na glavnoj dijagonali, a s obzirom da je kvazigrupa

komutativna odgovaraju�i latinski kvadrat je simetriqan u odnosu na

glavnu dijagonalu. To znaqi da je broj elemenata skupa Ra van dijago-

nale paran (n− 1 je paran), odakle sledi da je n neparan.

⇐) Trivijalna kvazigrupa reda 1 je idempotentna i komutativna. Kon-

struiximo idempotentnu komutativnu kvazigrupu reda 2n + 1, za proiz-

voǉno n ∈ N. Krenimo od poznate aditivne grupe (kvazigrupe) (Z2n+1, +),

gde je Z2n+1 = {0, 1, . . . , 2n} i + sabiraǌe po modulu 2n + 1. Kvazigrupa

je komutativna, a glavna dijagonala odgovaraju�eg latinskog kvadrata

sadr�i 2n + 1 razliqitih elemenata: 0, 2, . . . , 2n, 1, 3, . . . , 2n − 1, redom.

Izvrximo slede�u prenumeraciju u latinskom kvadratu (kvazigrupi):

2i 7→ i (0 6 i 6 n) i 2i − 1 7→ n + i (1 6 i 6 n), tako da glavna dija-

gonala sadr�i redom elemenate: 0, 1, . . . , n, n + 1, n + 2, . . . , 2n. Dobijena

kvazigrupa reda 2n + 1 je idempotentna i komutativna, xto je i trebalo

dokazati.

Na sliqan naqin, polaze�i od grupe (Z2n, +), nakon prenumeracije se

mo�e dobiti polu-idempotentna komutativna kvazigrupa reda 2n. Dak-

le, va�i slede�a lema [53, 93]:

Lema 1.2.5. Polu-idempotentna komutativna kvazigrupa reda n postoji

ako i samo ako je n paran.

Najzad, spremni smo za Bouzovu [9, 53, 93] i Skolemovu [53, 91] kon-

strukciju. Bez gubǉeǌa opxtosti, nadaǉe �emo podrazumevati da je

K = Zn, tj. da je (Z2n+1, ◦) proizvoǉna idempotentna i (Z2n, ◦) proizvoǉ-
na polu-idempotentna komutativna kvazigrupa.

1.2.1 STS(6n + 3): Bouzova konstrukcija

Teorema 1.2.6. Neka je (Z2n+1, ◦) idempotentna komutativna kvazigrupa i

V = Z2n+1 × Z3. Neka je B skup slede�ih 3-podskupova od V :
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tipa 1: {(i, 0), (i, 1), (i, 2)} ; i ∈ Z2n+1 i

tipa 2: {(i, 0), (j, 0), (i ◦ j, 1)}, {(i, 1), (j, 1), (i ◦ j, 2)}, {(i, 2), (j, 2), (i ◦ j, 0)} ;
i, j ∈ Z2n+1, i < j.

Tada je (V,B) Xtajnerov sistem trojki STS(6n + 3).

Napomena: Blokovi tipa 2 se mogu jednostavnije zadati sa:

{(i, a), (j, a), (i ◦ j, a + 1)} ; i, j ∈ Z2n+1, i < j, a ∈ Z3, gde je a + 1 sabiraǌe

po modulu 3.

Dokaz. Najpre poka�imo da svaki par elemenata iz V pripada nekom

bloku iz B. Neka su (i, a) i (j, b) (i, j ∈ Z2n+1, a, b ∈ Z3) dva proizvoǉana,

razliqita elemenata skupa V . Razlikova�emo slede�a tri sluqaja:

1. sluqaj: i = j. Tada je a 6= b, pa elementi (i, a) i (i, b) pripadaju bloku

{(i, 0), (i, 1), (i, 2)}, tipa 1 (Slika 1.6).

2. sluqaj: a = b. Tada je i 6= j, na primer i < j. Elementi (i, a) i (j, a)

pripadaju bloku {(i, a), (j, a), (i ◦ j, a + 1)}, tipa 2 (Slika 1.6).

3. sluqaj: i 6= j i a 6= b. S obzirom da a, b ∈ Z3, bez gubǉeǌa opxtosti

mo�emo uzeti da je a + 1 = b. U kvazigrupi (Z2n+1, ◦), postoji jedinstve-

no l ∈ Z2n+1 tako da je i ◦ l = j. Kako je kvazigrupa idempotentna, iz

i 6= j sledi i 6= l. Ako je i < l, elementi (i, a) i (j, b) pripadaju bloku

{(i, a), (l, a), (i ◦ l, a + 1)} = {(i, a), (l, a), (j, b)}, tipa 2. Ako je l < i, elementi

(i, a) i (j, b) pripadaju bloku {(l, a), (i, a), (l ◦ i, a + 1)} = {(l, a), (i, a), (j, b)},
tako�e tipa 2.

tip 1

0 i 2n

. . . . . . 0

. . . . . . 1

. . . . . . 2

tip 2

0 i j i ◦ j 2n

. . . . . . 0

. . . . . . 1

. . . . . . 2

Slika 1.6: Blokovi pri Bouzovoj konstrukciji
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Dakle, svaki par elemenata iz V sadr�an je u bar jednom bloku iz

B. Sa druge strane, broj elemenata skupa V je |V | = 3(2n + 1) = 6n + 3, a

broj blokova u B je |B| = (2n + 1) + 3 · (2n+1
2

)
= (6n + 3)(6n + 2)/6. Na osnovu

Leme 1.2.1, (V,B) je Xtajnerov sistem trojki STS(6n + 3).

1.2.2 STS(6n + 1): Skolemova konstrukcija

Teorema 1.2.7. Neka je (Z2n, ◦) polu-idempotentna komutativna kvazigru-

pa i V = Z2n × Z3 ∪ {∞}. Neka je B skup slede�ih 3-podskupova od V :

tipa 1: {(i, 0), (i, 1), (i, 2)} ; i ∈ Zn ,

tipa 2: {(i, 0), (j, 0), (i ◦ j, 1)}, {(i, 1), (j, 1), (i ◦ j, 2)}, {(i, 2), (j, 2), (i ◦ j, 0)} ;
i, j ∈ Z2n, i < j,

tipa 3: {∞, (n + i, 0), (i, 1)}, {∞, (n + i, 1), (i, 2)}, {∞, (n + i, 2), (i, 0)} ; i ∈ Zn.

Tada je (V,B) Xtajnerov sistem trojki STS(6n + 1).

Napomena: U teoriji kombinatornih xema, ”∞” je uobiqajna oznaka za

element koji je po nekoj osobini razliqit od drugih elemenata skupa V.

Dokaz. Broj elemenata skupa V je |V | = 3 · 2n + 1 = 6n + 1, a broj blokova

u B je |B| = n+3 ·(2n
2

)
+3n = (6n+1)(6n)/6. Na osnovu Leme 1.2.1, dovoǉno

je dokazati da svaki par elemenata iz V pripada bar jednom bloku iz B.
Par elementa ∞ i (i, a) (i ∈ Z2n, a ∈ Z3) pripada bloku tipa 3 (Slika

1.7): za i < n par pripada bloku {∞, (n + i, a − 1), (i, a)}, a za i > n bloku

{∞, (i, a), (i− n, a + 1)} (sabiraǌe a + 1 i oduzimaǌe a− 1 je po modulu 3).

Neka su (i, a) i (j, b) (i, j ∈ Z2n, a, b ∈ Z3) dva proizvoǉana, razliqita

elemenata skupa V \{∞}. Razlikova�emo slede�e sluqajeve:

1. sluqaj: i = j. Tada je a 6= b, pa bez gubǉeǌa opxtosti mo�emo uzeti

da je a + 1 = b. Ako je i < n, elementi (i, a) i (i, b) pripadaju bloku

{(i, 0), (i, 1), (i, 2)}, tipa 1 (Slika 1.7). Neka je sada i > n. U kvazigrupi

(Z2n, ◦), postoji jedinstveno l ∈ Z2n tako da je i ◦ l = i. Kako je kvazigrupa

polu-idempotentna va�i i ◦ i = n − i, pa je i 6= l. Ako je i < l, elementi

(i, a) i (i, b) pripadaju bloku {(i, a), (l, a), (i ◦ l, a + 1)} = {(i, a), (l, a), (i, b)},
tipa 2 (Slika 1.7). Ako je l < i, elementi (i, a) i (i, b) pripadaju bloku

{(l, a), (i, a), (l ◦ i, a + 1)} = {(l, a), (i, a), (i, b)}, tako�e tipa 2.
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tip 1

0 i n−1 n 2n−1

. . . . . . 0

. . . . . . 1

. . . . . . 2

tip 2

0 i j i ◦ j 2n−1

. . . . . . 0

. . . . . . 1

. . . . . . 2

∞

tip 3

0 i n+i 2n−1

. . . . . . 0

. . . . . . 1

. . . . . . 2

Slika 1.7: Blokovi pri Skolemovoj konstrukciji

2. sluqaj: a = b. Tada je i 6= j, na primer i < j. Elementi (i, a) i (j, a)

pripadaju bloku {(i, a), (j, a), (i ◦ j, a + 1)}, tipa 2.

3. sluqaj: i 6= j i a 6= b. Ponovo mo�emo uzeti da je a + 1 = b. U kva-

zigrupi (Z2n, ◦), postoji jedinstveno l ∈ Z2n tako da je i ◦ l = j. Ako je

i < l, elementi (i, a) i (j, b) pripadaju bloku {(i, a), (l, a), (i ◦ l, a + 1)} =

{(i, a), (l, a), (j, b)}, tipa 2. Ako je l < i, elementi (i, a) i (j, b) pripadaju

bloku {(l, a), (i, a), (l ◦ i, a + 1)} = {(l, a), (i, a), (j, b)}, tako�e tipa 2. Ako je

i = l, onda je i ◦ i = j. S obzirom da je kvazigrupa polu-idempotentna i

i 6= j, sledi i = n + j. To znaqi da elementi (i, a) i (j, b) pripadaju bloku

{∞, (n+j, a), (j, a+1)} = {∞, (i, a), (j, b)}, tipa 3, qime je dokaz zavrxen.
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1.3 (v, k, t)−pokrivaǌa
Poput Xtajnerovih sistema, imamo slede�u definiciju (v, k, t)−pokri-
vaǌa [33, 63]:

Definicija 1.3.1. (v, k, t)−pokrivaǌe (v, k, t ∈ N, v > k > t > 2) je ure�eni

par (V,B) koji zadovoǉava slede�e osobine:

1. V je skup koji sadr�i v elemenata (v-skup).

2. B je familija k-podskupova (blokova) od V .

3. Svaki t-podskup od V sadr�an je u bar jednom bloku iz B.

Prethodna definicija se mo�e proxiriti za v = k, k = t, t = 1 i

t = 0, kada za odgovaraju�a pokrivaǌa ka�emo da su trivijalna. Za raz-

liku od Xtajnerovih sistema, (v, k, t)−pokrivaǌe postoji za sve vred-

nosti parametara v, k, t ∈ N, v > k > t > 0. Na primer, ako je B skup

svih k-podskupova od V , onda je (V,B) jedno (v, k, t)−pokrivaǌe. Nama

su od posebnog interesa minimalna (optimalna) (v, k, t)−pokrivaǌa, tj.
pokrivaǌa sa minimalnim brojem blokova. Broj blokova minimalnog

(v, k, t)−pokrivaǌa obele�avamo sa C(v, k, t) (covering number).

U trivijalnim sluqajevima imamo C(k, k, t) = 1, C(v, t, t) =
(

v
t

)
,

C(v, k, 0) = 1 i C(v, k, 1) =
⌈

v
k

⌉
(dxe je najmaǌi ceo broj ne maǌi od x).

Specijalno, za v = nk + 1 i t = 1 je C(nk + 1, k, 1) = n + 1, xto znaqi

da je za ”pokrivaǌe” nk + 1 elementa k-podskupovima neophodno bar

n+1 takvih podskupova. Drugim reqima, (v, k, t)−pokrivaǌa i vrednosti

C(v, k, t) mo�emo shvatiti kao uopxteǌe Dirihleovog principa.

Ako postoji Xtajnerov sistem S(t, k, v) on je ujedno i minimalno

(v, k, t)−pokrivaǌe i C(v, k, t) =
(

v
t

)/(
k
t

)
(Lema 1.1.2). Obrnuto, ako

je C(v, k, t) =
(

v
t

)/(
k
t

)
onda postoji Xtajnerov sistem S(t, k, v). Dakle,

(v, k, t)−pokrivaǌa predstavǉaju uopxteǌe Xtajnerovih sistema.

Pored Xtajnerovih sistema, slede�e kombinatorne xeme se nalaze u

tesnoj vezi sa (v, k, t)−pokrivaǌima [33, 63]:

− t-(v, k, λ)−pokrivaǌe je ure�eni par (V,B), gde je V v-skup, B familija

k-podskupova (blokova) od V , takva da je svaki t-podskup od V sadr-
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�an u najmaǌe λ blokova iz B. Cλ(v, k, t) je minimalan broj bloko-

va t-(v, k, λ)−pokrivaǌa. t-(v, k, 1)−pokrivaǌe je (v, k, t)−pokrivaǌe.
Ve�inu tvr�eǌa, koja va�e za (v, k, t)−pokrivaǌa, mogu�e je proxi-
riti na sluqaj t-(v, k, λ)−pokrivaǌa.

− Ure�eno (v, k, t)−pokrivaǌe je ure�eni par (V,B), gde je V v-skup,

B familija ure�enih k-torki skupa V , takva da je svaka ure-

�ena t-torka skupa V sadr�ana (u odgovaraju�em redosledu) u

bar jednoj k-torki iz B. DC(v, k, t) je minimalan broj blokova

(k-torki) ure�enog (v, k, t)−pokrivaǌa. Ure�eno (v, k, t)−pokriva-
ǌe je t-(v, k, t!)−pokrivaǌe. Sliqno kao u sluqaju (v, k, t)−pokriva-
ǌa, mogu se definisati ure�ena t-(v, k, λ)−pokrivaǌa i vrednosti

DCλ(v, k, t).

− (v, k, t)−pakovaǌe je ure�eni par (V,B), gde je V v-skup, B familija

k-podskupova (blokova) od V , takva da je svaki t-podskup od V sa-

dr�an u najvixe jednom bloku iz B. D(v, k, t) je maksimalan broj

blokova (v, k, t)−pakovaǌa. Sliqno kao u sluqaju pokrivaǌa, mogu

se definisati t-(v, k, λ)−pakovaǌa i vrednosti Dλ(v, k, t), kao i ure-

�ena t-(v, k, λ)−pakovaǌa i vrednosti DDλ(v, k, t).

− Turanov (v, k, t)−sistem (Turán system) je ure�eni par (V,B), gde je V

v-skup, B familija t-podskupova (blokova) od V , takva da svaki k-

podskup od V sadr�i bar jedan blok iz B (v > k > t). T (v, k, t) je mi-

nimalan broj blokova Turanovog (v, k, t)−sistema. (V,B) je Turanov

sistem ako i samo ako (V, {V \B : B ∈ B}) je (v, v−t, v−k)−pokrivaǌe.
Va�i jednakost T (v, k, t) = C(v, v − t, v − k).

− Kvorum sistem (quorum system) je ure�eni par (V,B), gde je V v-

skup, B familija podskupova (kvoruma) od V , takvih da svaka dva

kvoruma imaju neprazan presek. Veza izme�u kvorum sistema i

(v, k, t)−pokrivaǌa se mo�e na�i u [16].

− (v, k, t, d) pokrivaju�i kod konstantne te�ine (constant-weight covering

code) je kod du�ine v i te�ine k, takav da za svaku req te�ine

t postoji req iz koda na (Hamingovom) rastojaǌu ne ve�em od d.
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K(v, k, t, d) je minimalan broj reqi ovog (v, k, t, d) koda. Za k > t,

(v, k, t, k − t) pokrivaju�i kod konstantne te�ine je izomorfan sa

(v, k, t)−pokrivaǌem i va�i jednakost K(v, k, t, k − t) = C(v, k, t).

− (v, k, r, t) loto xema (lottery scheme) je skup k-podskupova (blokova) nekog

v-skupa, takvih da svaki r-podskup sadr�i bar t zajedniqkih ele-

menata sa nekim od blokova. (v, k, t, t) loto xema je izomorfna sa

(v, k, t)−pokrivaǌem.

Osnovni problem kod (v, k, t)−pokrivaǌa (covering design problem) je kon-

struisaǌe minimalnog (v, k, t)−pokrivaǌa, odnosno odre�ivaǌe vrednos-

ti C(v, k, t). Taqne vrednosti C(v, k, t) su poznate samo za male vrednosti

parametara v, k i t, kao i u nekim specijalnim sluqajvima kao xto su

C(v, 3, 2) i C(v, 4, 2). Najve�i broj nauqnih radova iz ove oblasti se bavi

oceǌivaǌem vrednosti C(v, k, t), tj. odre�ivaǌem doǌih i gorǌih gra-

nica vrednosti C(v, k, t). Pre nego xto navedemo postoje�e rezultate,

dajemo jedan primer minimalnog (v, k, t)−pokrivaǌa.

Primer 1.3.2. Neka je V = Z6 i

B = {{0, 1, 3}, {1, 2, 4}, {2, 3, 5}, {3, 4, 0}, {4, 5, 1}, {5, 0, 2}}.

Direktnom proverom utvr�ujemo da je svaki par elemenata iz V pokriv-

en bar jednim blokom iz B, tj. (V,B) je jedno (6, 3, 2)−pokrivaǌe. Ako bi

postojalo (6, 3, 2)−pokrivaǌe (V,B′) sa 5 blokova, na osnovu Dirihleovog

principa, postojao bi element iz V (na primer 0 ∈ V ) koji se nalazi u

najvixe
⌊

5·3
6

⌋
= 2 bloka iz B′. Me�utim, tada ne mogu biti pokriveni svi

parovi {0, i} (i = 1, . . . , 5) blokovima iz B′, xto je suprotno pretpostavci

da je (V,B′) pokrivaǌe. Dakle, (V,B) je minimalno (6, 3, 2)−pokrivaǌe i

C(6, 3, 2) = 6. (V,B) nije Xtajnerov sistem jer su parovi {0, 3}, {1, 4} i

{2, 5} sadr�ani u po dva razliqita bloka. Nije texko primetiti da je

B = {{0 + i, 1 + i, 3 + i} : i ∈ Z6}, xto znaqi da je (V,B) takozvano cikliqno

pokrivaǌe.
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1.3.1 Doǌe granice vrednosti C(v, k, t)

Kako je
(

v
t

)
broj svih t-podskupova skupa V i

(
k
t

)
broj t-podskupova

sadr�anih u jednom bloku, broj blokova (v, k, t)−pokrivaǌa ne mo�e biti

maǌi od
(

v
t

)/(
k
t

)
. Dakle, va�i nejednakost

C(v, k, t) >
⌈

v(v − 1) · · · (v − t + 1)

k(k − 1) · · · (k − t + 1)

⌉
, (1.3.1)

De Kon (de Caen) je dao nejednakost [10]10

C(v, k, t) >
⌈

(t + 1)(v − t)

(k + 1)(v − k)
· v(v − 1) · · · (v − t + 1)

k(k − 1) · · · (k − t + 1)

⌉
, (1.3.2)

koja je, za pojedine vrednosti parametara, boǉa od nejednakosti (1.3.1).

U opxtem sluqaju, najboǉu doǌu granicu vrednosti C(v, k, t) dao je

Xonhajm (Schönheim) [88]:

C(v, k, t) >
⌈

v

k

⌈
v − 1

k − 1
· · ·

⌈
v − t + 1

k − t + 1

⌉
· · ·

⌉⌉
. (1.3.3)

Xonhajmova nejednakost je posledica slede�e leme [88]:

Lema 1.3.3. Neka je (V,B) jedno (v, k, t)−pokrivaǌe i x ∈ V . Neka je Bx skup

svih blokova iz B koji sadr�e x i Bx skup dobijen izbacivaǌem elementa

x iz tih blokova. Tada je (V \{x},Bx) jedno (v − 1, k − 1, t− 1)−pokrivaǌe.

Dokaz prethodne leme je analogan dokazu Leme 1.1.3.

Ako sa F (x) oznaqimo broj blokova iz B koji sadr�e x, na osnovu Leme

1.3.3 sledi F (x) > C(v− 1, k− 1, t− 1). Sumiraǌem dobijene nejednakosti

po x ∈ V dobija se k · C(v, k, t) > v · C(v − 1, k − 1, t− 1), tj.

C(v, k, t) >
⌈v

k
C(v − 1, k − 1, t− 1)

⌉
. (1.3.4)

Iteriraǌem nejednakosti (1.3.4) dobija se Xonhajmova nejednakost

(1.3.3). Dakle, C(v, k, t) > L(v, k, t), gde je L(v, k, t) Xonhajmova doǌa gra-

nica:

L(v, k, t) =

⌈
v

k

⌈
v − 1

k − 1
· · ·

⌈
v − t + 1

k − t + 1

⌉
· · ·

⌉⌉
. (1.3.5)

10De Kon je odgovaraju�u nejednakost dokazao za Turanove brojeve T (v, k, t).
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U ve�ini sluqajeva kada su vrednosti C(v, k, t) poznate, va�i jed-

nakost C(v, k, t) = L(v, k, t). Ipak, za odre�ene vrednosti parametara

dokazana je stroga nejednakost C(v, k, t) > L(v, k, t). Najpoznatiju nejed-

nakost ovog tipa dao je Hanani. Pre Hananijevog tvr�eǌa navodimo

slede�e, opxtije, tvr�eǌe [63]:

Teorema 1.3.4. Ako k6
∣∣ vC(v − 1, k − 1, t− 1) i ako za neko l (2 6 l 6 t) va�i

C(v − 1, k − 1, t− 1) =

(
v−1
l−1

)
(

k−1
l−1

)C(v − l, k − l, t− l),

tada je

C(v, k, t) >
⌈

vC(v − 1, k − 1, t− 1) + l

k

⌉
. (1.3.6)

Dokaz. Neka je (V,B) jedno (v, k, t)−pokrivaǌe sa C(v, k, t) blokova i neka

je A proizvoǉan l-podskup od V . Sliqno kao u dokazu Leme 1.3.3, sa F (A)

oznaqimo broj blokova iz B koji sadr�e A. Jasno je da va�i nejednakost

F (A) > C(v − l, k − l, t − l). Pretpostavimo da za svaki l-podskup A va�i

jednakost F (A) = C(v − l, k − l, t− l). Sumiraǌem po svim l-podskupovima

A, dobijamo
(

k
l

)
C(v, k, t) =

(
v
l

)
C(v − l, k − l, t − l). Posledǌa jednakost je

ekvivalentna sa

C(v, k, t) =
v
(

v−1
l−1

)

k
(

k−1
l−1

)C(v − l, k − l, t− l) =
vC(v − 1, k − 1, t− 1)

k
,

xto je suprotno pretpostavci da k6
∣∣ vC(v − 1, k − 1, t− 1). Dakle, postoji

l-podskup A0 za koji va�i F (A0) > C(v − l, k − l, t − l). Neka je x proizvo-

ǉan element iz A0 i F (x) broj blokova iz B koji sadr�e x. Sumiraǌem

nejednakosti F (A) > C(v − l, k − l, t − l) po svim l-podskupovima A koji

sadr�e element x, dobijamo
(

k−1
l−1

)
F (x) >

(
v−1
l−1

)
C(v−l, k−l, t−l). Iz posledǌe

nejednakosti sledi F (x) >
(v−1

l−1)
(k−1

l−1)
C(v − l, k − l, t− l) = C(v − 1, k − 1, t− 1), tj.

F (x) > C(v − 1, k − 1, t− 1) + 1, za sve x ∈ A0.

Sumiraǌem dobijene nejednakosti sa

F (y) > C(v − 1, k − 1, t− 1), za sve y /∈ A0,
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dobijamo

kC(v, k, t) > vC(v − 1, k − 1, t− 1) + l,

odakle sledi nejednakost (1.3.6).

Neka je t = l = 2, (k − 1)
∣∣(v − 1) i v(v − 1) ≡ 1 (mod k). Nije texko

primetiti da je tada v(v − 1) = (k − 1)(ks − 1), za neko s ∈ N, odakle do-

bijamo L(v, k, 2) =
⌈

v(v−1)
k(k−1)

⌉
=

⌈
(ks−1)(k−1)

k(k−1)

⌉
=

⌈
s− 1

k

⌉
= s. Sa druge strane,

iz prethodne teoreme dobijamo C(v, k, 2) >
⌈

v(v−1)
k(k−1)

+ 2
k

⌉
=

⌈
s + 1

k

⌉
= s + 1.

Time je dokazano tvr�eǌe Hananija [39]:

Teorema 1.3.5. Ako (k − 1)
∣∣(v − 1) i ako je v(v − 1) ≡ 1 (mod k), tada je

C(v, k, 2) > L(v, k, 2) + 1. (1.3.7)

Hananijeva nejednakost, pri datim uslovima, poboǉxava Xonhaj-

movu nejednakost za jedan. B(v, k, 2) je uobiqajna oznaka za doǌu gra-

nicu impliciranu Xonhajmovom i Hananijevom nejednakox�u. Dakle,

C(v, k, 2) > B(v, k, 2), gde je

B(v, k, 2)=





L(v, k, 2) + 1, ako (k − 1)
∣∣(v − 1) i v(v − 1) ≡ 1 (mod k),

L(v, k, 2) , u suprotnom.
(1.3.8)

Pored navedenih doǌih granica vrednosti C(v, k, t) koje va�e u op-

xtem sluqaju, za pojedine vrednosti parametara dobijena su odre�ena

poboǉxaǌa. Najve�i broj pojedinaqnih poboǉxaǌa dao je Sidorenko

(Sidorenko) [30]. Na primer, on je dokazao da va�i nejednakost C(15, 9, 3) >
10, odnosno jednakost C(15, 9, 3) = 10. Na osnovu (1.3.4), dobijaju se

nejednakosti C(16, 10, 4) > 16, C(17, 11, 5) > 25, C(18, 12, 6) > 38, itd.

Sliqno, u [6] je dokazana nejednakost C(19, 6, 2) > 15, odnosno jedna-

kost C(19, 6, 2) = 15, odakle se dobijaju nejednakosti C(20, 7, 3) > 43,

C(21, 8, 4) > 113, C(22, 9, 5) > 277, itd. Ve�ina poznatih doǌih granica se

mogu na�i na sajtu [30].
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1.3.2 Gorǌe granice vrednosti C(v, k, t)

U opxtem sluqaju, najboǉu gorǌu granicu su dali Erdox i Spenser

(Erdős and Spencer) [27]:

C(v, k, t) 6
(

v
t

)
(

k
t

) · (1 + ln
(

k
t

))
. (1.3.9)

Najboǉu asimptotsku gorǌu granicu dao je Redl (Rödl) [83]. On je de-

finisao gustinu pokrivaǌa kao proseqan broj blokova koji sadr�e jedan

t-podskup, a zatim je dokazao da za fiksirane vrednosti k i t postoji

pokrivaǌe sa gustinom 1 + o(1), kad v →∞.

Primetimo da je Redlova gorǌa granica boǉa od Erdox-Spenserove,

kod koje je gustina jednaka 1+ln
(

k
t

)
. Me�utim, Redlova granica je asim-

ptotska i nije primenǉiva za konaqne vrednosti parametra v.

Ve�ina gorǌih granica vrednosti C(v, k, t) dobijena je konstruisa-

ǌem (v, k, t)−pokrivaǌa xto maǌe ”veliqine”, tj. (v, k, t)−pokrivaǌa sa

xto je mogu�e maǌim brojem blokova. Broj blokova dobijenog pokriva-

ǌa predstavǉa gorǌu granicu vrednosti C(v, k, t). Ovde �emo navesti

najqex�e konstrukcije, tj. pokrivaǌa koja se dobijaju pomo�u tih kon-

strukcija. Ve�ina poznatih konstrukcija (v, k, t)−pokrivaǌa se mo�e

na�i u [31]. Aktuelne vrednosti gorǌih granica vrednosti C(v, k, t) se

mogu na�i na sajtu [30].

Xtajnerovi sistemi

Kao xto je ve� reqeno, Xtajnerov sistem S(t, k, v) je ujedno i mini-

malno (v, k, t)−pokrivaǌe. Dakle, kada Xtajnerov sistem S(t, k, v) posto-

ji, tada je C(v, k, t) =
(

v
t

)/(
k
t

)
(Lema 1.1.2).

Xtajnerovi sistemi su detaǉnije opisani u poglavǉu 1.1. Taqne

vrednosti C(v, k, t), koje se dobijaju iz Xtajnerovih sistema S(t, k, v),

bi�e navedene u narednom poglavǉu.
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Turanovi sistemi

Ve� je reqeno (strana 21) da je (V,B) Turanov (v, k, t)−sistem ako i

samo ako (V, {V \B : B ∈ B}) je (v, v− t, v− k)−pokrivaǌe i va�i jednakost

T (v, k, t) = C(v, v − t, v − k). To znaqi da je svaka konstrukcija Tura-

novog (v, k, t)−sistema ujedno i konstrukcija (v, v − t, v − k)−pokrivaǌa.
Bez obzira na ovu povezanost, Turanovi sistemi i (v, k, t)−pokrivaǌa
se uglavnom prouqavaju zasebno i za razliqite vrednosti parametara.

U sluqaju pokrivaǌa, ve�ina radova se bavi vrednostima C(v, k, t) kada

su odnosi v/k i v/t relativno veliki. U sluqaju Turanovih sistema,

ve�ina radova se bavi vrednostima C(v, k, t), tj. T (v, v− t, v− k), kada su

odnosi v/k i v/t relativno mali.

Turan je dao konstrukciju Turanovog (v, k +1, 2)−sistema tako xto je

v-skup podelio na k skupova ”skoro iste” kardinalnosti (svaki sa n ili

n+1 elemenata, gde je n = bv/kc) i za blokove uzeo sve parove elemenata

istog skupa. Dobijeni Turanov sistem je optimalan i sadr�i nv−k
(

n+1
2

)

blokova [96]. Prevedeno na pokrivaǌa, (v, v − 2, t)−pokrivaǌe dosti�e

Xonhajmovu doǌu granicu, odnosno [31]

C(v, v − 2, t) = L(v, v − 2, t). (1.3.10)

Na sliqan naqin, razbijaǌem v-skupa na vixe skupova ”skoro iste”

kardinalnosti, Turan je dao nekoliko konstrukcija Turanovih (v, k, 3)−
sistema. Iz tih konstrukcija slede nejednakosti:

T (v, 4, 3) 6





n(n− 1)(2n− 1) , za v = 3n,

n2(2n− 1) , za v = 3n + 1,

n2(2n + 1) , za v = 3n + 2,

(1.3.11)

T (v, 5, 3) 6
(dv/2e

3

)
+

(bv/2c
3

)
(1.3.12)

i

T (v, k + 1, 3) 6 1

2

k−1∑
i=0

(b(2v + i)/kc
3

)
. (1.3.13)
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Turan je dao hipotezu da je dobijeni Turanov (v, 4, 3)−sistem opti-

malan, tj. da u (1.3.11) va�i jednakost. Hipoteza je potvr�ena za v 6 13.

Za preostala dva Turanova sistema, postoje vrednosti v kada oni nisu

optimalni, tj. kada u (1.3.12) i (1.3.13) ne va�e jednakosti. Me�utim,

Turan je dao hipotezu da je Turanov (kn/2, k + 1, 3)−sistem optimalan i

da va�i jednakost T (kn/2, k + 1, 3) = k
(

n
3

)
/2. Navedena hipoteza jox uvek

nije dokazana, niti opovrgnuta.

Vixe detaǉa o Turanovim sistemima i ǌihovim konstrukcijama se

mo�e na�i u [11, 12, 86, 90, 96].

Pokrivaǌa dobijena korix�eǌem konaqnih geometrija

U poglavǉu 1.1 je pomenuto da projektivna geometrija PGd(n) i afi-

na geometrija AGd(n), dimenzije d > 2, nad poǉem Fn (n = pm), redom

indukuju Xtajnerove sisteme S
(
2, n + 1, nd+1−1

n−1

)
i S

(
2, n, nd

)
. Za taqke

projektivne geometrije PGd(n) se mogu uzeti klase ekvivalencije vekto-

ra x = (x0, x1, . . . , xd) 6= 0 nad Fn, gde je x ∼ y ⇔ x = λy, za λ ∈ Fn.

t-ravan (1 6 t 6 d) je t-dimenzioni potprostor od PGd(n), jedinstveno

odre�en sa d−t nezavisnih linearnih homogenih jednaqina. Projektivna

geometrija sadr�i
[
d+1
t+1

]
n
razliqitih t-ravni, gde je

[
r

s

]

q

=
(1− qr)(1− qr−1) . . . (1− qr−s+1)

(1− qs)(1− qs−1) . . . (1− q)

Gausov q-binomni koeficijent. Projektivna geometrija PGd(n) sadr�i
nd+1−1

n−1
taqaka, a svaka t-ravan sadr�i nt+1−1

n−1
taqaka.

Izbacivaǌem svih taqaka qija je prva koordinata x0 = 0 iz pro-

jektivne geometrije PGd(n), dobija se afina geometrija AGd(n). Afina

geometrija sadr�i nd taqaka i nd−t
[
d
t

]
n
razliqitih t-ravni, dok svaka

t-ravan sadr�i nt razliqitih taqaka.

U sluqaju obe geometrije, svaki (t + 1)-podskup taqaka pripada nekoj

t-ravni (t-ravan je jedinstveno odre�ena sa t + 1 nezavisnih taqaka, tj.

vektora). Drugim reqima, skup svih t-ravni je skup blokova kojima

su ”pokriveni” svi (t + 1)-podskupovi taqaka ovih geometrija. Na taj

naqin se dobija jedno
(

nd+1−1
n−1

, nt+1−1
n−1

, t + 1
)
−pokrivaǌe (za projektivnu
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geometriju) i jedno
(
nd, nt, t + 1

)−pokrivaǌe (za afinu geometriju). Iz

dobijenih pokrivaǌa sledi [81]

C

(
nd+1 − 1

n− 1
,
nt+1 − 1

n− 1
, t + 1

)
6

[
d + 1

t + 1

]

n

, (1.3.14)

tj. [1]

C
(
nd, nt, t + 1

)
6 nd−t

[
d

t

]

n

. (1.3.15)

U [2] se mo�e na�i detaǉniji opis pokrivaǌa dobijenih korix�eǌem

konaqnih geometrija.

Cikliqna pokrivaǌa

Neka je V = Zv i B0 skup odre�enih k-podskupova (blokova) od V . Ne-

ka je B1 skup blokova dobijen cikliqnim preslikavaǌem i 7→ i+1 (mod v)

blokova, tj. elemenata blokova, iz B0. Sliqno, neka je B2 skup blokova

dobijen cikliqnim preslikavaǌem blokova iz B1, itd. Na kraju, ne-

ka je B = B0 ∪ B1 ∪ . . . ∪ Bv−1, tako da je |B| = v|B0|. Za (v, k, t)−pokrivaǌe
(V,B), dobijeno na opisani naqin, ka�emo da je cikliqno pokrivaǌe [31].

Napomenimo da preslikavaǌe i 7→ i+1 (mod v) predstavǉa cikliqnu per-

mutaciju (0 1 . . . v − 1), skupa Zv.

Cikliqna pokrivaǌa se najqex�e koriste kada je oqekivani broj

blokova pokrivaǌa veliki. U tom sluqaju, pokrivaǌe se mo�e zadati

samo pomo�u baznih blokova B0 (ili bilo kog od skupova Bi). Na primer,

cikliqno (6, 3, 2)−pokrivaǌe iz Primera 1.3.2 se mo�e zadati pomo�u

baznog bloka {0, 1, 3}. Preostalih 5 blokova pokrivaǌa dobija se cik-

liqnim ”pomeraǌem” baznog bloka: {1, 2, 4}, {2, 3, 5}, {3, 4, 0}, {4, 5, 1} i

{5, 0, 2}. Sliqno, cikliqno (10, 4, 3)−pokrivaǌe sa 30 blokova mo�e se

zadati pomo�u tri bazna bloka: {0, 1, 2, 6}, {0, 1, 3, 4} i {0, 2, 4, 7}, dok se

cikliqno (24, 10, 3)−pokrivaǌe sa 24 bloka mo�e zadati pomo�u jednog

baznog bloka: {0, 1, 2, 4, 5, 7, 11, 12, 14, 20} [30].

Indukovana pokrivaǌa

Pod indukovanim pokrivaǌem podrazumevamo (v, k, t)−pokrivaǌe do-

bijeno korix�eǌem poznatog (v, k, t)−pokrivaǌa, gde je v < v i k < k [31].
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Neka je (V,B) jedno (v, k, t)−pokrivaǌe i V proizvoǉan v-podskup sku-

pa V . Neka je B′ skup blokova koji se dobija od blokova iz B izbacivaǌem

svih elementa koji ne pripadaju skupu V . Blokovi iz B′ pokrivaju sve

t-podskupove skupa V ali mogu biti razliqite kardinalnosti. Neka je

B skup blokova koji se dobija od blokova iz B′, na slede�i naqin:

(i) izbacivaǌem blokova koji sadr�e maǌe od t elemenata,

(ii) dodavaǌem i proizvoǉnih elemenata bloku koji sadr�i

k − i elemenata (0 6 i 6 k − t) i

(iii) zamenom bloka koji sadr�e k + i elemenata sa blokovima

(k + i, k, t)−pokrivaǌa (1 6 i 6 k − k).

Pod (ii) podrazumevamo dodavaǌe i proizvoǉnih elemenata skupa V , tako

da dobijeni blok sadr�i k razliqitih elemenata. U (iii) podrazumevamo

(k + i, k, t)−pokrivaǌe sa elementima zameǌenog bloka.

Dobijeno pokrivaǌe (V ,B) je indukovano (v, k, t)−pokrivaǌe.
Za polazno pokrivaǌe se mo�e uzeti proizvoǉno (v, k, t)−pokrivaǌe.

Naravno, xto je mogu�e maǌe veliqine. Na primer, mo�e se uzeti po-

krivaǌe dobijeno korix�eǌem konaqnih geometrija. Za V se mo�e uzeti

proizvoǉan v-podskup skupa V . Najqex�e se V dobija sluqajnim izbo-

rom v razliqitih elemenata skupa V .

Konstrukcija daje najboǉe rezultate kada su veliqine (k + i, k, t)−po-
krivaǌa (korix�enih u (iii)) bliske Xonhajmovim granicama L(k+i, k, t).

Za male vrednosti parametara, konstrukcija daje najboǉe rezultate ka-

da je k/v pribli�no jednako k/v [31].

Pokrivaǌa dobijena kombinovaǌem maǌih pokrivaǌa

Neka je (V1,B1) jedno (v1, k1, t1)−pokrivaǌe sa C(v1, k1, t1) blokova,

(V2,B2) jedno (v2, k2, t2)−pokrivaǌe sa C(v2, k2, t2) blokova i v = v1 + v2,

k = k1+k2 i t = t1+t2. Kombinuju�i svaki blok prvog pokrivaǌa sa svakim

blokom drugog pokrivaǌa, dobijamo C(v1, k1, t1) ·C(v2, k2, t2) k-blokova ko-

ji pokrivaju sve t-podskupove skupa V1 ∪ V2 koji se mogu predstaviti kao

unija jednog t1-podskupa od V1 i jednog t2-podskupa od V2. Parametre k1

i k2 mo�emo izabrati tako da izraz C(v1, k1, t1) · C(v2, k2, t2) ima najmaǌu
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vrednost. Ponavǉaju�i opisani postupak za svako t1 = 0, 1, . . . t, dobi-

jamo skup k-blokova koji pokrivaju sve t-podskupove v-skupa V1 ∪ V2, tj.

dobijamo jedno (v, k, t)−pokrivaǌe. Dakle, va�i nejednakost [31]

C(v, k, t) 6
t∑

t1=0

min
k1

(
C(v1, k1, t1) · C(v − v1, k − k1, t− t1)

)
, (1.3.16)

gde je k1 ∈ [ max{t1, k + v1 − v}, min{v1, k + t1 − t} ]. Xtavixe, nejednakost

(1.3.16) va�i za svako v1 = 1, 2, . . . , v−1, tako da za gorǌu granicu C(v, k, t)

mo�emo uzeti minimalnu vrednost izraza sa desne strane, po v1.

S obzirom na metod konstrukcije, dobijeno pokrivaǌe mo�e da sadr-

�i suvixne blokove. U tom sluqaju, opisana metoda se mo�e poboǉxati

izbacivaǌem suvixnih blokova, po odre�enom redosledu. U nekim slu-

qajevima, poboǉxaǌe je mogu�e dobiti zamenom dva susedna sabirka u

(1.3.16), min
k1

(
C(v1, k1, t1) · C(v − v1, k − k1, t − t1)

)
i min

k1

(
C(v1, k1, t1 + 1) ·

C(v − v1, k − k1, t− t1 − 1)
)
, sa min

k1

(
C(v1, k1, t1 + 1) · C(v − v1, k − k1, t− t1)

)
.

Naime, kombinuju�i sve blokove (v1, k1, t1 + 1) i (v2, k2, t2) pokrivaǌa

(v = v1 + v2, k = k1 + k2, t = t1 + t2), dobijamo blokove koji pokrivaju

sve t-podskupove skupa V1 ∪V2 koji sadr�e t1 elemenata skupa V1 i t2 ele-

menata skupa V2, kao i sve t-podskupove koji sadr�e (t1 + 1) elemenata

skupa V1 i (t2 − 1) elemenata skupa V2.

Prethodno razmatraǌe se mo�e uopxtiti na slede�i naqin. Neka je

Ct′,t′′ minimalan broj blokova potrebnih za pokrivaǌe svih t-podskupova

skupa V1 ∪ V2 koji sadr�e t1 ∈ [t′, t′′] elemenata skupa V1 i t− t1 elemenata

skupa V2. S obzirom da je Ct′,t′′ 6 Ct′,l + Cl+1,t′′ (t′ 6 l < t′′), ima�emo

Ct′,t′′ 6 min

(
min

t′6l<t′′

(
Ct′,l + Cl+1,t′′

)
, min

k1

(
C(v1, k1, t

′′) · C(v − v1, k − k1, t
′)
))

.

(1.3.17)

Korix�eǌem dinamiqkog programiraǌa i nejednakosti (1.3.17), mogu

se dobiti gorǌe granice vrednosti C0,t, koje ujedno predstavǉaju gorǌe

granice vrednosti C(v, k, t) [31].
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U konstrukcije koje koriste maǌa pokrivaǌa spada i slede�a kon-

strukcija Sidorenka [90].11 Neka je (V,B) jedno (v, k, t)−pokrivaǌe sa

C(v, k, t) blokova, x ∈ V i x′, x′′ /∈ V . Neka je daǉe B′ skup blokova dobijen

zamenom elementa x elementima x′ i x′′ u blokovima B ∈ B koji sadr�e

x (B ∪ {x′, x′′}\{x}), tj. dodavaǌem elementa x′, odnosno x′′, blokovima

B ∈ B koji ne sadr�e x (B ∪ {x′} i B ∪ {x′′}). Ako je (V \{x},B′′) jed-

no (v − 1, k + 1, t + 1)−pokrivaǌe sa C(v − 1, k + 1, t + 1) blokova, onda je

(V ∪ {x′, x′′}\{x},B′ ∪ B′′) jedno (v + 1, k + 1, t + 1)−pokrivaǌe. Tako�e, iz

Sidorenkove konstrukcije sledi nejednakost

C(v + 1, k + 1, t + 1) 6
⌊

2v − k

v
C(v, k, t)

⌋
+ C(v − 1, k + 1, t + 1), (1.3.18)

U ovu grupu konstrukcija spada i konstrukcija Morlija i van Riza

(Morley and van Rees) [68]. Iz ǌihove konstrukcije sledi nejednakost

C(2v + l, v + k + l, t + s + 1) 6 C(v, k, t) + C(v + l, k + l, s). (1.3.19)

Proste konstrukcije

Iako bi se mogle svrstati u prethodne dve kategorije, zbog ǌihove

jednostavnosti, slede�e konstrukcije se nazivaju prostim [31].

Neka je (V,B) jedno (v, k, t)−pokrivaǌe sa C(v, k, t) blokova i neka je

B′ skup blokova dobijen dodavaǌem proizvoǉnog elementa skupa V \B
svakom bloku B ∈ B. Tada je (V,B′) jedno (v, k + 1, t)−pokrivaǌe i va�i

nejednakost

C(v, k + 1, t) 6 C(v, k, t). (1.3.20)

Neka je (V ∪{∞},B) jedno (v+1, k, t)−pokrivaǌe sa C(v+1, k, t) blokova i

neka je B′ skup blokova dobijen (od blokova iz B) izbacivaǌem elementa

∞ (iz blokova B koji sadr�e ∞) i dodavaǌem proizvoǉnog elementa

skupa V \B. Tada je (V,B′) jedno (v, k, t)−pokrivaǌe i va�i nejednakost

C(v, k, t) 6 C(v + 1, k, t). (1.3.21)

11Sidorenko je dao konstrukciju odgovaraju�ih Turanovih sistema.
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Neka je (V,B) jedno (v, k, t)−pokrivaǌe sa C(v, k, t) blokova i neka je B′
skup blokova dobijen dodavaǌem elementa ∞ (∞ /∈ V ) svakom bloku iz B.
Tada je (V ∪ {∞},B′) jedno (v + 1, k + 1, t)−pokrivaǌe i va�i nejednakost

C(v + 1, k + 1, t) 6 C(v, k, t). (1.3.22)

Neka je (V,B) jedno (v, k, t)−pokrivaǌe sa C(v, k, t) blokova i (V,B′)
jedno (v, k−1, t−1)−pokrivaǌe sa C(v, k−1, t−1) blokova. Ako je B′′ skup
blokova dobijen dodavaǌem elementa ∞ (∞ /∈ V ) blokovima iz B′, tada
je (V ∪ {∞},B ∪ B′′) jedno (v + 1, k, t)−pokrivaǌe i va�i nejednakost

C(v + 1, k, t) 6 C(v, k, t) + C(v, k − 1, t− 1). (1.3.23)

Konstrukcija (v − 1, k − 1, t − 1)−pokrivaǌa pomo�u datog (v, k, t)−po-
krivaǌa, opisana u Lemi 1.3.3, tako�e spada u proste konstrukcije.

Navedenom konstrukcijom se dobija nejednakost (1.3.4), odnosno

C(v − 1, k − 1, t− 1) 6
⌊

k

v
C(v, k, t)

⌋
. (1.3.24)

Na kraju pomenimo prostu konstrukciju (nv, nk, t)−pokrivaǌa pomo�u

datog (v, k, t)−pokrivaǌa. Ako se svaki element datog (v, k, t)−pokrivaǌa
zameni sa n razliqitih elemenata nekog skupa sa nv elemenata, dobija

se (nv, nk, t)−pokrivaǌe. Dakle, va�i nejednakost

C(nv, nk, t) 6 C(v, k, t). (1.3.25)

Pokrivaǌa dobijena korix�eǌem metoda kombinatorne optimizacije

Kombinatorni problem minimalnog (v, k, t)−pokrivaǌa se mo�e eg-

zaktno rexiti samo za male vrednosti parametara v, k i t [56]. Za ve�e

vrednosti parametara se mogu koristiti heuristiqke metode [22, 76–78].

U narednoj glavi �e biti vixe reqi o heuristiqkim metodama za

konstruisaǌe (v, k, t)−pokrivaǌa, xto je mogu�e maǌe veliqine. Bi�e

dato nekoliko novih heuristika za rexavaǌe datog problema.
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1.3.3 Taqne vrednosti C(v, k, t)

U prethodnim poglavǉima (1.3.1 i 1.3.2) date su odre�ene doǌe i gor-

ǌe granice vrednosti C(v, k, t). Ako su dobijene doǌe i gorǌe granice

me�usobno jednake, tada je dobijena taqna vrednost C(v, k, t). Na primer,

za sve vrednosti parametara za koje postoji Xtajnerov sistem S(t, k, v)

va�i C(v, k, t) = L(v, k, t), tj. C(v, k, t) =
(

v
t

)/(
k
t

)
. Xtavixe, va�i slede�e

Xonhajmovo tvr�eǌe [63]:

Teorema 1.3.6. Ako postoji Xtajnerov sistem S(t, k, v), tada je

C(v + 1, k, t) = L(v + 1, k, t).

Dokaz. Najpre, matematiqkom indukcijom, doka�imo da za svaki Xtaj-

nerov sistem S(t, k, v) va�i

L(v+1, k, t) =
v + 1

k
L(v, k−1, t−1)+

k − t

k
= L(v, k, t)+L(v, k−1, t−1). (1.3.26)

Za Xtajnerov sistem S(1, k, v), jednakosti (1.3.26) su ekvivalentne sa
⌈

v+1
k

⌉
= v+k

k
=

⌈
v
k

⌉
+ 1, xto je oqigledno taqno, s obzirom na uslove

deǉivosti (1.1.1). Pretpostavimo da jednakosti (1.3.26) va�e za Xtaj-

nerov sistem S(t−1, k−1, v−1) i doka�imo da va�e za Xtajnerov sistem

S(t, k, v) (videti Lemu 1.1.3). Ima�emo redom:

L(v, k, t) + L(v, k − 1, t− 1) =

= L(v, k, t) +
k − 1

k
L(v, k − 1, t− 1) +

1

k
L(v, k − 1, t− 1) =

=
v

k
L(v − 1, k − 1, t− 1) +

v

k
L(v − 1, k − 2, t− 2) +

k − t

k
+

1

k
L(v, k − 1, t− 1) =

=
v

k
L(v, k − 1, t− 1) +

k − t

k
+

1

k
L(v, k − 1, t− 1) =

=
v + 1

k
L(v, k − 1, t− 1) +

k − t

k
.

S obzirom da je posledǌi izraz prirodan broj i k−t
k
∈ (0, 1), na kraju

imamo

L(v, k, t) + L(v, k − 1, t− 1) =

⌈
v + 1

k
L(v, k − 1, t− 1)

⌉
= L(v + 1, k, t),

qime su jednakosti (1.3.26) dokazane.
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Polazno tvr�eǌe �emo tako�e dokazati matematiqkom indukcijom. Za

Xtajnerov sistem S(1, k, v) tvr�eǌe je trivijalno. Pretpostavimo da je

tvr�eǌe taqno za Xtajnerov sistem S(t − 1, k − 1, v − 1) i doka�imo da

va�i za Xtajnerov sistem S(t, k, v). Iz nejednakosti (1.3.23), (1.3.26) i

indukcijske pretpostavke sledi

C(v + 1, k, t) 6 C(v, k, t) + C(v, k − 1, t− 1) =

= L(v, k, t) + L(v, k − 1, t− 1) =

= L(v + 1, k, t).

S obzirom da je C(v+1, k, t) > L(v+1, k, t), va�i�e jednakost C(v+1, k, t) =

L(v + 1, k, t), qime je tvr�eǌe dokazano.

U poglavǉu 1.1 je dokazano da Xtajnerov sistem S(2, 3, v) postoji ako

i samo ako je v = 6n + 1 ili v = 6n + 3 (n ∈ N). Dakle, u tim sluqajevima

va�i jednakost

C(v, 3, 2) = L(v, 3, 2). (1.3.27)

Na osnovu prethodne teoreme, jednakost (1.3.27) va�i i za v = 6n + 2 i

v = 6n + 4. Fort i Hedland (Fort and Hedlund) su dokazali da jednakost

(1.3.27) va�i za svako v ∈ N; v > 3 [29]. U slede�em delu ovog rada, mi

�emo dokazati jednakost (1.3.27) tako xto �emo dati novu konstrukciju

minimalnih (v, 3, 2)−pokrivaǌa.
U sluqaju (k, t) = (4, 2), nezavisno od drugih autora [45], Mils (Mills)

je dokazao jednakost [57, 58]

C(v, 4, 2) = L(v, 4, 2) +





1 , za v = 7, 9, 10,

2 , za v = 19,

0 , u suprotnom.

(1.3.28)

U sluqaju (k, t) = (5, 2) i v ≡ 13 (mod 20), ispuǌeni su uslovi Teoreme

1.3.5, pa je u tom sluqaju B(v, 5, 2) = L(v, 5, 2)+1 doǌa granica za C(v, 5, 2)

(videti (1.3.8)). Xtavixe, va�i jednakost [33, 52, 62, 69, 70]

C(v, 5, 2) = B(v, 5, 2), (1.3.29)
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osim, eventualno, u sluqajevima:

1. v = 15,

2. v ≡ 0 (mod 4) i v 6 280,

3. v ≡ 9 (mod 20) i v 6 429,

4. v ≡ 13 (mod 20) i v ∈ {13, 53, 73},
5. v ≡ 17 (mod 20) i v 6 377.

Za v = 15 va�i jednakost C(15, 5, 2) = B(15, 5, 2) + 1 = 13.

Pored navedenih, poznate su slede�e vrednosti C(v, k, 2) [33, 63]:

1. C(v, k, 2) = 3, za 1 < v/k 6 3/2,

2. C(v, k, 2) = 4, za 3/2 < v/k 6 5/3,

3. C(v, k, 2) = 5, za 5/3 < v/k 6 9/5,

4. C(v, k, 2) = 6, za 9/5 < v/k 6 2,

5. C(v, k, 2) = 7, za 2 < v/k 6 7/3,

osim za 7k − 3v = 1 (C(v, k, 2) = 8),

6. C(v, k, 2) = 8, za 7/3 < v/k 6 12/5,

osim za 12k − 5v ∈ {0, 1} i v − k neparan (C(v, k, 2) = 9),

7. C(v, k, 2) = 9, za 12/5 < v/k 6 5/2,

osim za 5k − 2v = 0 i v − k neparan (C(v, k, 2) = 10),

8. C(v, k, 2) = 10, za 5/2 < v/k 6 8/3,

osim za 8k − 3v ∈ {0, 1}, v − k neparan i k > 2 (C(v, k, 2) = 11),

9. C(v, k, 2) = 11, za 8/3 < v/k 6 14/5,

osim za 14k − 5v ∈ {0, 1}, v − k neparan i k > 4 (C(v, k, 2) = 12),

10. C(v, k, 2) = 12, za 14/5 < v/k 6 3,

osim za 3k − v = 0, 36
∣∣ k i 46

∣∣ k (C(v, k, 2) = 13),

11. C(v, k, 2) = 13, za 3 < v/k 6 13/4,

osim za C(13l + 2, 4l + 1) = C(13l + 3, 4l + 1) = C(13l + 6, 4l + 2, 2) = 14

(l > 2) i C(16, 5, 2) = C(19, 6, 2) = 15.

Karo i Jaster (Caro and Yuster) su dokazali slede�e tvr�eǌe koje

opisuje asimptotsko ponaxaǌe C(v, k, 2) [13]:
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Teorema 1.3.7. Za svako k > 2, postoji v0 = v0(k) tako da je

C(v, k, 2) = B(v, k, 2), za sve v > v0.

U sluqaju (k, t) = (4, 3), va�i jednakost [33, 44, 59, 61]

C(v, 4, 3) = L(v, 4, 3), (1.3.30)

osim za v = 7 i eventualno za v = 12l +7, gde l ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 7, 8, 9, 10, 11, 12,

16, 21, 23, 25, 29}. Za v = 7 va�i C(7, 4, 3) = L(7, 4, 3) + 1 = 12 [49, 94].

Za C(v, k, 3) su poznate slede�e vrednosti [60, 95]:

1. C(v, k, 3) = 4, za 1 < v/k 6 4/3,

2. C(v, k, 3) = 5, za 4/3 < v/k 6 7/5,

3. C(v, k, 3) = 6, za 7/5 < v/k 6 3/2,

osim za 3k − 2v = 0 i v neparan,

4. C(v, k, 3) = 7, za 3/2 < v/k 6 17/11,

osim za 17k − 11v = 1,

5. C(v, k, 3) = 8, za 17/11 < v/k 6 8/5,

osim za 8k − 5v = 1 i k > 7.

Za t > 4, uglavnom su poznate pojedinaqne vrednosti C(v, k, t). Pored

Xtajnerovih sistema i vrednosti C(v, k, t) koje se mogu dobiti na osnovu

Teoreme 1.3.6, poznate su vrednosti C(v, k, t) kada je razlika v− k mala.

Na primer, nije texko dokazati da je [33, 63]

C(v, v − 1, t) = t + 1. (1.3.31)

Kao xto je ve� reqeno, Turan je dokazao jednakost (1.3.10), odnosno

C(v, v − 2, t) = L(v, v − 2, t).
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Turan je tako�e dao slede�u hipotezu (videti (1.3.11)):

C(v, v − 3, v − 4) =





n(n− 1)(2n− 1) , za v = 3n,

n2(2n− 1) , za v = 3n + 1,

n2(2n + 1) , za v = 3n + 2,

(1.3.32)

koja je potvr�ena za v 6 13.

Pojedinaqne vrednosti C(v, k, t) su uglavnom dobijene kompjuterskim

pretra�ivaǌem. Tabele sa odre�enim vrednostima C(v, k, t) se mogu

na�i u [31, 33, 63]. Aktuelne vrednosti C(v, k, t) se mogu na�i na sajtu

[30].
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Glava 2

Nova konstrukcija minimalnih

(v, 3, 2)−pokrivaǌa

U prethodnom poglavǉu smo videli da je L(v, k, t) doǌa granica za

C(v, k, t). U ovom delu �emo dati novu konstrukciju (v, 3, 2)−pokrivaǌa
sa L(v, 3, 2) blokova [71]. Time �emo dokazati da je C(v, 3, 2) = L(v, 3, 2).

Kao xto �emo videti, ova konstrukcija predstavǉa uopxteǌe Bouzove

i Skolemove konstrukcije Xtajnerovih sistema trojki STS(6n + 3) i

STS(6n+1) (poglavǉe 1.2). Za razliku od originalne konstrukcije Forta

i Hedlanda [29], kao i drugih indirektnih konstrukcija, naxa konstruk-

cija spada u direktne konstrukcije. Sama konstrukcija je jednostavna

i ne zahteva konstruisaǌe drugih kombinatornih xema, poput xema sa

balansiranim parovima (PBD) ili xema koje su deǉive u grupe (GDD)

[33].

Pri konstruisaǌu (v, 3, 2)−pokrivaǌa koristi�emo odre�ene permu-

tacije polaznog skupa V ; |V | = v. U ciklusnoj notaciji, permutaci-

ja p = (a0 a1 . . . ak−1)(b0 b1 . . . bl−1) . . . (ai, bj ∈ V ) oznaqava preslikavaǌe

p : V 7→ V , definisano sa p(ai) = ai+1 (mod k), p(bj) = bj+1 (mod l), . . . Permu-

tacija pj : V 7→ V je definisana sa pj(ai) = p(p(. . . p︸ ︷︷ ︸
j

(ai) . . .)) = ai+j (mod k).

Za blok {p(a), p(b), p(c)} ka�emo da je dobijen delovaǌem permutacije p

na blok {a, b, c}; a, b, c ∈ V . Pod delovaǌem permutacije p, n puta na

blok {a, b, c}, podrazumevamo delovaǌe permutacija p0 = e, p1, . . . , pn−1 na

blok {a, b, c}. Delovaǌem permutacije p, n puta na blok {a, b, c}, redom se
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dobijaju blokovi {a, b, c}, {p(a), p(b), p(c)}, . . . , {pn−1(a), pn−1(b), pn−1(c)}.
Kao xto je uobiqajno, konstrukciju minimalnih (v, 3, 2)−pokrivaǌa

�emo izvesti posebno za svako v (mod 6). U svakom od 6 sluqajeva, kon-

struisa�emo (v, 3, 2)−pokrivaǌe sa L(v, 3, 2) blokova, gde je (iz (1.3.5))

L(v, 3, 2) =





6n2 , za v = 6n,

6n2 + n , za v = 6n + 1,

6n2 + 4n + 1 , za v = 6n + 2,

6n2 + 5n + 1 , za v = 6n + 3,

6n2 + 8n + 3 , za v = 6n + 4,

6n2 + 9n + 4 , za v = 6n + 5.

(2.0.1)

Najpre dajemo poznatu konstrukciju (6n+3, 3, 2)−pokrivaǌa, tj. Xtaj-

nerovog sistema STS(6n + 3) [21, 36].

2.1 Minimalno (6n + 3, 3, 2)−pokrivaǌe
Teorema 2.1.1. Neka je v = 6n + 3 i V = {a0, a1, . . . , a2n} ∪ {b0, b1, . . . , b2n} ∪
{c0, c1, . . . , c2n}. Neka je B skup blokova koji se dobija delovaǌem permutacije

p = (a0 a1 . . . a2n)(b0 b1 . . . b2n)(c0 c1 . . . c2n), (2.1.1)

2n + 1 puta na blokove

{a0, b1, b2n}, {a0, b2, b2n−1}, . . . , {a0, bn, bn+1},
{b0, c1, c2n} , {b0, c2, c2n−1} , . . . , {b0, cn, cn+1} ,

{c0, a1, a2n}, {c0, a2, a2n−1}, . . . , {c0, an, an+1},
{a0, b0, c0} .

(2.1.2)

Tada je (V,B) jedno (v, 3, 2)−pokrivaǌe sa L(v, 3, 2) blokova.

Dokaz. Delovaǌem permutacije p, 2n + 1 puta na proizvoǉan blok iz

(2.1.2), dobija se 2n+1 blokova, xto znaqi da B sadr�i (3n+1)(2n+1) =

6n2 + 5n + 1 = L(6n + 3, 3, 2) razliqitih blokova. Doka�imo da je (V,B)

jedno (v, 3, 2)−pokrivaǌe, tj. da je svaki par elemenata skupa V sadr�an

u nekom bloku iz B.
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Svaki par {a0, bj} (0 6 j 6 2n) je sadr�an u nekom bloku iz (2.1.2):

par {a0, b0} u bloku {a0, b0, c0}, a par {a0, bj} (j 6= 0) u nekom bloku iz

prve vrste u (2.1.2). Delovaǌem permutacije pi (1 6 i 6 2n) na blokove

iz (2.1.2), element a0 se preslikava u element ai = pi(a0), dok se ele-

menti b0, b1, . . . , b2n preslikavaju, redom, u bi, bi+1 (mod 2n+1), . . . , bi−1 (mod 2n+1).

Dakle, svaki par {ai, bj} (0 6 i, j 6 2n) je sadr�an u nekom bloku iz B.
Zbog simetrije, isto va�i za sve parove {bi, cj} i {ci, aj}.

Posmatrajmo sada parove {ai, aj}. Svaki par {ai, aj}, za koji va�i

i + j = 2n + 1, sadr�an je u nekom bloku iz tre�e vrste u (2.1.2). Za

proizvoǉan par {ai, aj} (0 6 i < j 6 2n) je dovoǉno dokazati da postoji

par {ar, as} (0 6 r, s 6 2n, r+s = 2n+1) i permutacija pt (0 6 t 6 2n) kojom

se par {ar, as} preslikava u par {ai, aj}, odnosno, dovoǉno je dokazati da

sistem jednaqina 



r + s = 2n + 1,

r + t (mod 2n + 1) = i,

s + t (mod 2n + 1) = j,

ima rexeǌe po r, s i t. Ako su i i j iste parnosti, rexeǌe sistema je

r = 2n + 1− j − i

2
, s =

j − i

2
i t =

i + j

2
,

a ako su i i j razliqite parnosti, rexeǌe sistema je

r = n− j − i− 1

2
, s = n +

j − i + 1

2
i t = n +

i + j + 1

2
(mod 2n + 1).

Dakle, svaki par {ai, aj} (0 6 i, j 6 2n, i 6= j) je sadr�an u nekom bloku

iz B. Zbog simetrije, isto va�i za sve parove {bi, bj} i {ci, cj}. Time je

tvr�eǌe dokazano.

Napomena 1: Iz Leme 1.2.1 sledi da je dobijeno (6n + 3, 3, 2)−pokrivaǌe
Xtajnerov sistem STS(6n+3). To znaqi da je svaki par elemenata skupa

V sadr�an u taqno jednom bloku iz B.

Napomena 2: Prethodna konstrukcija je ekvivalentna sa Bouzovom kon-

strukcijom (poglavǉe 1.2) sa idempotentnom komutativnom kvazigrupom

(Z2n+1, ◦), definisanom u dokazu Leme 1.2.4. Elementi ai, bi i ci, redom,
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odgovaraju elementima (i, 2), (i, 1) i (i, 0).

Na sliqan naqin konstruixemo (6n + 4, 3, 2)−pokrivaǌe.

2.2 Minimalno (6n + 4, 3, 2)−pokrivaǌe
Teorema 2.2.1. Neka je v = 6n + 4 i V = {a0, a1, . . . , a2n} ∪ {b0, b1, . . . , b2n} ∪
{c0, c1, . . . , c2n} ∪ {∞}. Neka je B skup blokova koji se dobija delovaǌem per-

mutacije

p = (a0 a1 . . . a2n)(b0 b1 . . . b2n)(c0 c1 . . . c2n)(∞), (2.2.1)

2n + 1 puta na blokove

{a0, b1, b2n}, {a0, b2, b2n−1}, . . . , {a0, bn, bn+1},
{b0, c1, c2n} , {b0, c2, c2n−1} , . . . , {b0, cn, cn+1} ,

{c0, a1, a2n}, {c0, a2, a2n−1}, . . . , {c0, an, an+1},
{a0, b0, c0} , {a0, b0,∞} ,

(2.2.2)

ukǉuquju�i blokove koji se dobijaju delovaǌem permutacije p, n+1 puta na

blok

{c0, cn,∞}. (2.2.3)

Tada je (V,B) jedno (v, 3, 2)−pokrivaǌe sa L(v, 3, 2) blokova.

Dokaz. Skup B sadr�i (3n+2)(2n+1)+(n+1) = 6n2 +8n+3 = L(6n+4, 3, 2)

razliqitih blokova. Doka�imo da je (V,B) jedno (v, 3, 2)−pokrivaǌe, tj.
da je svaki par elemenata skupa V sadr�an u nekom bloku iz B.

Kao u Teoremi 2.1.1 se dokazuje da je svaki od parova {ai, bj}, {bi, cj}
i {ci, aj} (0 6 i, j 6 2n), kao i svaki od parova {ai, aj}, {bi, bj} i {ci, cj}
(0 6 i, j 6 2n, i 6= j), sadr�an u nekom bloku iz B.

Jox treba dokazati da je svaki par koji sadr�i element ∞ sadr�an u

nekom bloku iz B. Delovaǌem permutacije pi na blok {a0, b0,∞} dobija se

blok {ai, bi,∞}, pa je svaki od parova {ai,∞} i {bi,∞} (0 6 i 6 2n) sadr�an

u nekom bloku iz B. Delovaǌem permutacije pi na blok {c0, cn,∞} dobija
se blok {ci, cn+i,∞} (0 6 i 6 n). Dakle, svaki par {ci,∞} (0 6 i 6 2n) je
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tako�e sadr�an u nekom bloku iz B. Time je tvr�eǌe dokazano.

Napomena: Dobijeno (6n + 4, 3, 2)−pokrivaǌe nije Xtajnerov sistem jer

su parovi {ai, bi} (0 6 i 6 2n), {ci, cn+i} (0 6 i 6 n) i {cn,∞} sadr�ani u

po dva razliqita bloka iz B.

Na sliqan naqin konstruixemo i (6n + 5, 3, 2)−pokrivaǌe.

2.3 Minimalno (6n + 5, 3, 2)−pokrivaǌe
Teorema 2.3.1. Neka je v = 6n + 5 i V = {a0, a1, . . . , a2n} ∪ {b0, b1, . . . , b2n} ∪
{c0, c1, . . . , c2n} ∪ {∞0,∞1}. Neka je B skup blokova koji se dobija delovaǌem

permutacije

p = (a0 a1 . . . a2n)(b0 b1 . . . b2n)(c0 c1 . . . c2n)(∞0 ∞1), (2.3.1)

2n + 1 puta na blokove

{a0, b1, b2n}, {a0, b2, b2n−1}, . . . , {a0, bn, bn+1},
{b0, c1, c2n} , {b0, c2, c2n−1} , . . . , {b0, cn, cn+1} ,

{c1, a1, a2n}, {c1, a2, a2n−1}, . . . , {c1, an, an+1},
{a0, b0,∞0}, {b0, c0,∞1} , {c1, a0,∞1},

(2.3.2)

ukǉuquju�i blok {c0,∞0,∞1}. Tada je (V,B) jedno (v, 3, 2)−pokrivaǌe sa

L(v, 3, 2) blokova.

Pre dokaza teoreme, primetimo da se u blokovima tre�e vrste i

posledǌem bloku u (2.3.2), umesto oqekivanog elementa c0 nalazi c1.

Tako�e, element ∞1 se nalazi u dva, a ∞0 u samo jednom bloku iz (2.3.2).

Time je izgubǉena simetriqnost, pa dokaz zahteva razmatraǌe ve�eg

broja sluqajeva.

Dokaz. Skup B sadr�i (3n + 3)(2n + 1) + 1 = 6n2 + 9n + 4 = L(6n + 5, 3, 2)

razliqitih blokova. Doka�imo da je (V,B) jedno (v, 3, 2)−pokrivaǌe, tj.
da je svaki par elemenata skupa V sadr�an u nekom bloku iz B.
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Kao u Teoremi 2.1.1 se dokazuje da je svaki od parova {ai, bj} i {bi, cj}
(0 6 i, j 6 2n) sadr�an u nekom bloku iz B. Tako�e, svaki par {c1, aj}
(0 6 j 6 2n) je sadr�an u nekom bloku iz (2.3.2): par {c1, a0} u posledǌem

bloku, a par {c1, aj} (j 6= 0) u nekom bloku iz tre�e vrste u (2.3.2).

Delovaǌem permutacije pi (1 6 i 6 2n) na blokove iz (2.3.2), element

c1 se preslikava u ci+1 = pi(c1) (u c0, kada je i = 2n), dok se elemen-

ti a0, a1, . . . , a2n preslikavaju, redom, u ai, ai+1 (mod 2n+1), . . . , ai−1 (mod 2n+1).

Dakle, svaki par {ci, aj} (0 6 i, j 6 2n) je tako�e sadr�an u nekom bloku

iz B.
Kao u Teoremi 2.1.1 se dokazuje da je i svaki od parova {ai, aj}, {bi, bj}

i {ci, cj} (0 6 i, j 6 2n, i 6= j) sadr�an u nekom bloku iz B.
Jox treba dokazati da je svaki par koji sadr�i ∞0 ili ∞1, sadr�an

u nekom bloku iz B. Delovaǌem permutacije p, 2n + 1 puta na posledǌa

tri bloka iz (2.3.2), redom se dobijaju blokovi:

{a0, b0,∞0}, {a1, b1,∞1}, . . . , {a2n, b2n,∞0},
{b0, c0,∞1}, {b1, c1,∞0}, . . . , {b2n, c2n,∞1},
{c1, a0,∞1}, {c2, a1,∞0}, . . . , {c0, a2n,∞1} .

Neposrednom proverom se utvr�uje da je svaki od parova {ai,∞j}, {bi,∞j}
i {ci,∞j} (0 6 i 6 2n, j ∈ {0, 1}), osim para {c0,∞0}, sadr�an u nekom

od navedenih blokova. Par {c0,∞0}, kao i par {∞0,∞1}, sadr�an je u

dodatnom bloku {c0,∞0,∞1}. Time je tvr�eǌe dokazano.

Napomena: Dobijeno (6n + 5, 3, 2)−pokrivaǌe nije Xtajnerov sistem jer

je par {c0,∞1} sadr�an u tri razliqita bloka iz B.

Konstrukcija Xtajnerovog sistema STS(6n + 1) se u izvesnoj meri

razlikuje od prethodnih konstrukcija.

2.4 Minimalno (6n + 1, 3, 2)−pokrivaǌe
Teorema 2.4.1. Neka je v = 6n+1 i V = {a0, a1, . . . , a2n−1}∪{b0, b1, . . . , b2n−1}∪
{c0, c1, . . . , c2n−1} ∪ {∞}. Neka je B skup blokova koji se dobija delovaǌem
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permutacije

p = (a0 a1 . . . a2n−1)(b0 b1 . . . b2n−1)(c0 c1 . . . c2n−1)(∞), (2.4.1)

n puta na blokove

{a0, b0, b2n−1}, {a0, b1, b2n−2} , . . . , {a0, bn−1, bn} ,

{b0, c0, c2n−1} , {b0, c1, c2n−2} , . . . , {b0, cn−1, cn} ,

{c0, a0, a2n−1}, {c0, a1, a2n−2}, . . . , {c0, an−1, an} ,

{an, b0,∞} , {an, b1, b2n−1}, . . . , {an, bn−1, bn+1},
{bn, c0,∞} , {bn, c1, c2n−1} , . . . , {bn, cn−1, cn+1} ,

{cn, a0,∞} , {cn, a1, a2n−1}, . . . , {cn, an−1, an+1},
{an, bn, cn} .

(2.4.2)

Tada je (V,B) jedno (v, 3, 2)−pokrivaǌe sa L(v, 3, 2) blokova.

Dokaz. Skup B sadr�i n(6n + 1) = 6n2 + n = L(6n + 1, 3, 2) razliqitih

blokova. Doka�imo da je (V,B) jedno (v, 3, 2)−pokrivaǌe, tj. da je svaki

par elemenata skupa V sadr�an u nekom bloku iz B.
Svaki par {a0, bj} (0 6 j 6 2n − 1) je sadr�an u nekom bloku iz prve

vrste u (2.4.2). Tako�e, svaki par {an, bj} (0 6 j 6 2n − 1) je sadr�an

u nekom bloku iz (2.4.2): par {an, bn} u bloku {an, bn, cn}, a par {an, bj}
(j 6= n) u nekom bloku iz qetvrte vrste u (2.4.2). Delovaǌem permutaci-

je pi (1 6 i 6 n − 1) na blokove iz (2.4.2), element a0 se preslikava u ai,

an se preslikava u an+i, dok se elementi b0, b1, . . . , b2n−1 preslikavaju,

redom, u bi, bi+1 (mod 2n), . . . , bi−1 (mod 2n). Dakle, svaki od parova {ai, bj} i

{an+i, bj} (0 6 i 6 n − 1, 0 6 j 6 2n − 1) je sadr�an u nekom bloku iz B.
Jednostavnije, svaki par {ai, bj} (0 6 i, j 6 2n − 1) je sadr�an u nekom

bloku iz B. Zbog simetrije, isto va�i za sve parove {bi, cj} i {ci, aj}.
Na sliqan naqin se dokazuje da je svaki od parova {ai,∞} i {an+i,∞}

(0 6 i 6 n− 1), odnosno {ai,∞} (0 6 i 6 2n− 1), sadr�an u nekom bloku iz

B. Zbog simetrije, isto va�i za sve parove {bi,∞} i {ci,∞}.
Posmatrajmo sada parove {ai, aj}. Svaki par {ai, aj} za koji va�i

i + j = 2n − 1 sadr�an je u nekom bloku iz tre�e vrste, dok je sva-

ki par {ai, aj} za koji va�i i + j = 2n sadr�an u nekom bloku iz xeste
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vrste u (2.4.2). Za proizvoǉan par {ai, aj} (0 6 i < j 6 2n − 1) dovoǉno

je dokazati da postoji par {ar, as} (0 6 r, s 6 2n − 1, r + s = 2n − 1 ili

r+s = 2n) i permutacija pt (0 6 t 6 n−1) kojom se par {ar, as} preslikava
u par {ai, aj}, odnosno, dovoǉno je dokazati da bar jedan od sistema

I :





r + s = 2n− 1,

r + t (mod 2n) = i,

s + t (mod 2n) = j,

II :





r + s = 2n,

r + t (mod 2n) = i,

s + t (mod 2n) = j,

ima rexeǌe po r, s i t. Ako je 1 6 i + j 6 2n− 2, rexeǌe je

r = 2n− j − i + δ

2
, s =

j − i− δ

2
i t =

i + j + δ

2
,

a ako je 2n− 1 6 i + j 6 4n− 3, rexeǌe je

r = n− j − i + δ

2
, s = n +

j − i− δ

2
i t =

i + j + δ

2
− n,

gde je

δ =





0 , ako su i i j iste parnosti (rexeǌe sistema II),

1 , ako su i i j razliqite parnosti (rexeǌe sistema I).

Dakle, svaki par {ai, aj} (0 6 i, j 6 2n−1, i 6= j) je sadr�an u nekom bloku

iz B. Zbog simetrije, isto va�i za sve parove {bi, bj} i {ci, cj}. Time je

tvr�eǌe dokazano.

Napomena 1: Iz Leme 1.2.1 sledi da je dobijeno (6n + 1, 3, 2)−pokrivaǌe
Xtajnerov sistem STS(6n+1). To znaqi da je svaki par elemenata skupa

V sadr�an u taqno jednom bloku iz B.

Napomena 2: Kao u sluqaju (6n + 3, 3, 2)−pokrivaǌa i Bouzove konstruk-

cije, prethodna konstrukcija je ekvivalentna sa Skolemovom konstruk-

cijom (poglavǉe 1.2) sa polu-idempotentnom komutativnom kvazigrupom

(Z2n, ◦) (Lema 1.2.5). Elementi ai, bi i ci, redom, odgovaraju elementima

(2n− 1− i, 2), (2n− 1− i, 1) i (2n− 1− i, 0).

Na sliqan naqin konstruixemo (6n, 3, 2)−pokrivaǌe.
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2.5 Minimalno (6n, 3, 2)−pokrivaǌe
Teorema 2.5.1. Neka je v = 6n i V = {a0, a1, . . . , a2n−1} ∪ {b0, b1, . . . , b2n−1} ∪
{c0, c1, . . . , c2n−1}. Neka je B skup blokova koji se dobija delovaǌem per-

mutacije

p = (a0 a1 . . . a2n−1)(b0 b1 . . . b2n−1)(c0 c1 . . . c2n−1), (2.5.1)

n puta na blokove

{a0, b0, b2n−1}, {a0, b1, b2n−2} , . . . , {a0, bn−1, bn} ,

{b0, c0, c2n−1} , {b0, c1, c2n−2} , . . . , {b0, cn−1, cn} ,

{c0, a0, a2n−1}, {c0, a1, a2n−2}, . . . , {c0, an−1, an} ,

{an, b0, bn} , {an, b1, b2n−1}, . . . , {an, bn−1, bn+1},
{bn, c0, cn} , {bn, c1, c2n−1} , . . . , {bn, cn−1, cn+1} ,

{cn, a0, an} , {cn, a1, a2n−1}, . . . , {cn, an−1, an+1}.

(2.5.2)

Tada je (V,B) jedno (v, 3, 2)−pokrivaǌe sa L(v, 3, 2) blokova.

Dokaz. Dokaz je potpuno analogan dokazu prethodne teoreme. Jedina raz-

lika je xto su sada parovi {an, bn}, {bn, cn} i {cn, an} sadr�ani, redom,

u blokovima {an, b0, bn}, {bn, c0, cn} i {cn, a0, an} iz (2.5.2), umesto u bloku

{an, bn, cn}. Dakle, svaki par elemenata skupa V je sadr�an u nekom bloku

iz B, odnosno (V,B) je (v, 3, 2)−pokrivaǌe.
B sadr�i 6n ·n = 6n2 = L(6n, 3, 2) razliqitih blokova, qime je tvr�eǌe

dokazano.

Napomena: Dobijeno (6n, 3, 2)−pokrivaǌe nije Xtajnerov sistem jer su

parovi {ai, an+i}, {bi, bn+i} i {ci, cn+i} (0 6 i 6 n − 1) sadr�ani u po dva

razliqita bloka iz B.

Na kraju dajemo konstrukciju (6n + 2, 3, 2)−pokrivaǌa.
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2.6 Minimalno (6n + 2, 3, 2)−pokrivaǌe
Teorema 2.6.1. Neka je v = 6n+2 i V = {a0, a1, . . . , a2n−1}∪{b0, b1, . . . , b2n−1}∪
{c0, c1, . . . , c2n−1}∪{∞0,∞1}. Neka je B skup blokova koji se dobija delovaǌem

permutacije

p = (a0 a1 . . . a2n−1)(b0 b1 . . . b2n−1)(c0 c1 . . . c2n−1)(∞0)(∞1), (2.6.1)

n puta na blokove

{a0, b0, b2n−1}, {a0, b1, b2n−2} , . . . , {a0, bn−1, bn},
{b0, c0, c2n−1}, {b0, c1, c2n−2} , . . . , {b0, cn−1, cn},
{c0, a0, a2n−1}, {c0, a1, a2n−2}, . . . , {c0, an−1, an},

{an, b0,∞0}, {an, b0,∞1}, {an, b1, b2n−1}, . . . , {an, bn−1, bn+1},
{bn, c0,∞0}, {bn, c0,∞1}, {bn, c1, c2n−1} , . . . , {bn, cn−1, cn+1},
{cn, a0,∞0}, {cn, a0,∞1}, {cn, a1, a2n−1}, . . . , {cn, an−1, an+1},

{an, bn, cn},

(2.6.2)

ukǉuquju�i blok {a0,∞0,∞1}. Tada je (V,B) jedno (v, 3, 2)−pokrivaǌe sa

L(v, 3, 2) blokova.

Dokaz. Skup B sadr�i n(6n+4)+1 = 6n2+4n+1 = L(6n+1, 3, 2) razliqitih

blokova. Doka�imo da je (V,B) jedno (v, 3, 2)−pokrivaǌe, tj. da je svaki

par elemenata skupa V sadr�an u nekom bloku iz B.
Kao u Teoremi 2.4.1 se dokazuje da je svaki od parova {ai, bj}, {bi, cj}

i {ci, aj} (0 6 i, j 6 2n− 1), kao i svaki od parova {ai, aj}, {bi, bj} i {ci, cj}
(0 6 i, j 6 2n− 1, i 6= j), sadr�an u nekom bloku iz B.

Jox treba dokazati da je svaki par koji sadr�i ∞0 ili ∞1, sadr�an

u nekom bloku iz B. Delovaǌem permutacije p, n puta na blokove

{an, b0,∞0}, {bn, c0,∞0}, {cn, a0,∞0}, redom se dobijaju blokovi:

{an, b0,∞0}, {an+1, b1,∞0}, . . . , {a2n−1, bn−1,∞0},
{bn, c0,∞0}, {bn+1, c1,∞0}, . . . , {b2n−1, cn−1,∞0},
{cn, a0,∞0}, {cn+1, a1,∞0}, . . . , {c2n−1, an−1,∞0}.

Neposrednom proverom se utvr�uje da je svaki od parova {ai,∞0}, {bi,∞0}
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i {ci,∞0} (0 6 i 6 2n − 1) sadr�an u nekom od navedenih blokova. Na

isti naqin, svaki od parova {ai,∞1}, {bi,∞1} i {ci,∞1} (0 6 i 6 2n− 1) je

sadr�an u nekom bloku iz B. Par {∞0,∞1} je sadr�an u dodatnom bloku

{a0,∞0,∞1}. Time je tvr�eǌe dokazano.

Napomena 1: U dodatnom bloku {a0,∞0,∞1}, umesto elementa a0 mogli

smo uzeti prizvoǉan element skupa V .

Napomena 2: Dobijeno (6n+2, 3, 2)−pokrivaǌe nije Xtajnerov sistem jer

su parovi {an+i, bi}, {bn+i, ci} i {cn+i, ai} (0 6 i 6 n − 1), kao i parovi

{a0,∞0} i {a0,∞1}, sadr�ani u po dva razliqita bloka iz B.
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Glava 3

Metaheuristike i problem

minimalnog (v, k, t)−pokrivaǌa

Metaheuristika predstavǉa postupak za pribli�no rexavaǌe opti-

mizacionih problema. Optimizacioni problem se mo�e formulisati

na slede�i naqin [20, 26, 42]. Odrediti

min{f(x) : x ∈ X, X ⊆ S}, (3.0.1)

gde je S prostor rexeǌa, X ⊆ S skup dopustivih rexeǌa i f : X 7→ R

funkcija ciǉa datog problema.1 Dopustivo rexeǌe x∗ ∈ X je optimalno

rexeǌe problema (3.0.1) ako je f(x∗) 6 f(x), za svako x ∈ X. Ako je S
najvixe prebrojiv skup, (3.0.1) je problem kombinatorne optimizacije,

tj. kombinatorni problem.

Uspexna primena egzaktnih algoritama za rexavaǌe kombinatornih

problema je najqex�e ograniqena dimenzijom problema. Za kombinator-

ne probleme velikih dimenzija je praktiqno nemogu�e dobiti optimal-

no rexeǌe u razumnom vremenu. Tu pre svega spadaju NP-texki pro-

blemi, za qije rexavaǌe nije poznat egzaktni algoritam polinomijalne

slo�enosti [20]. Za takve probleme, heuristiqke (pribli�ne) metode

predstavǉaju praktiqno jedini naqin za ǌihovo uspexno rexavaǌe.

Upotrebom heuristika ne dobijaju se obavezno optimalna rexeǌa,

1Problem maksimizacije se svodi na problem minimizacije funkcije −f .
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ve� dovoǉno ”dobra” rexeǌa, u razumnom vremenu. Heuristike su naj-

qex�e nameǌene za rexavaǌe konkretnih problema. Metaheuristike su

heuristike koje su razvijene na opxtijem nivou i koje se mogu adap-

tirati za rexavaǌe ve�eg broja (ne samo kombinatornih) problema.

Neke od najqex�e korix�enih metaheuristika su pohlepni algoritmi,

tabu pretra�ivaǌe, metoda promenǉivih okolina, simulirano kaǉeǌe,

genetski algoritmi, mravǉi algoritmi itd.

Problem minimalnog (v, k, t)−pokrivaǌa, tj. problem odre�ivaǌa

vrednosti C(v, k, t), spada u kombinatorne probleme. Matematiqki model

problema je
min 1T x

Ax > 1,

x ∈ {0, 1}(v
k),

(3.0.2)

gde je A = [aij] matrica dimenzije
(

v
t

)×(
v
k

)
(aij = 1 ako je i-ti t-podskup

sadr�an u j-tom k-podskupu; u suprotnom je aij = 0), a 1 vektor qiji su

svi elementi jednaki 1. Rexeǌe problema je vektor x, gde je xj = 1 ako

je j-ti k-podskup (blok) sadr�an u pokrivaǌu; u suprotnom je xj = 0.

Problem (3.0.2) pripada klasi NP-texkog problema pokrivaǌa skupa

(set covering problem) i mo�e se egzaktno rexiti samo za male vrednosti

parametara v, k i t [56]. Za ve�e vrednosti parametara se mogu ko-

ristiti heuristiqke metode za dobijaǌe pribli�nog rexeǌa, odnosno

(v, k, t)−pokrivaǌa sa xto je mogu�e maǌim brojem blokova. Pored poh-

lepnog algoritma, koji �e biti prikazan u narednom poglavǉu, u [76] je

korix�eno simulirano kaǉeǌe, dok je u radovima [22, 77, 78] korix�eno

tabu pretra�ivaǌe za rexavaǌe problema minimalnog pokrivaǌa.

U narednim poglavǉima predstavi�emo nekoliko novih heuristika

za rexavaǌe navedenog problema. Najpre �emo dati novu implementa-

ciju pohlepnog algoritma, novog pohlepnog algoritma i novog algoritma

redukcije (Level Reduction - LR). Zatim �emo predstaviti metodu velik-

ih okolina, metodu promenǉivog spusta i (opxtu) metodu promenǉivih

okolina. Kod svih je predlo�ena LR procedura u osnovi lokalnog pre-

tra�ivaǌa, xto qini suxtinsku razliku u odnosu na druge heuristike

za rexavaǌe problema minimalnog (v, k, t)−pokrivaǌa.
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3.1 Pohlepni algoritam

Pohlepni algoritmi spadaju u jednostavne, konstruktivne metaheur-

istike. Najqex�e se koriste za dobijaǌe poqetnog rexeǌa u okviru

drugih, kompleksnijih heuristika. U nekim sluqajevima, pohlepnim

algoritmima se dobijaju veoma dobra, pa qak i optimalna rexeǌa

[19, 34, 72]. U [31] je dat slede�i pohlepni algoritam za generisaǌe

(v, k, t)−pokrivaǌa.

Algoritam 1 - Pohlepni algoritam

1. Pore�ati k-podskupove v-skupa u listu.

2. Izabrati k-podskup koji sadr�i maksimalan broj nepokrivenih t-
podskupova. Ako takvih k-podskupova ima vixe, izabrati onaj koji
je prvi u listi.

3. Ponavǉati korak 2, sve dok ima nepokrivenih t-podskupova.

Poredak k-podskupova (blokova) u listi mo�e biti proizvoǉan. U

zavisnosti od ure�eǌa k-podskupova, prikazani algoritam je testiran

sa leksikografskom (lexicographic), koleks (colex-squashed), grej (gray) i

sluqajnom (random) ure�eǌem. Koleks ure�eǌe je sliqno leksikograf-

skom, sa tom razlikom xto se elementi v-skupa posmatraju u suprotnom

redosledu u odnosu na leksikografsko ure�eǌe (videti Tabelu 3.1).

Grej ure�eǌe je takvo da se dva susedna k-podskupa razlikuju u samo

jednom elementu. Pore�eǌem rezultata, pokazalo se da ovaj pohlepni al-

goritam daje najboǉe rezultate, u proseku, sa leksikografskim i koleks

ure�eǌem k-podskupova. Slede, redom, pohlepni algoritmi sa grej i

sluqajnim ure�eǌem.

U opxtem sluqaju, (v, k, t)−pokrivaǌa dobijena pohlepnim algoritmom

nisu optimalna. Ipak, u [32] je pokazano da su (v, k, t)−pokrivaǌa dobi-

jena pohlepnim algoritmom asimptotski dobra, tj. da dosti�u Redlovu

gorǌu granicu (videti poglavǉe 1.3.2). Preko 40% gorǌih granica iz

[31] je dobijeno pomo�u pohlepnog algoritma, a vixe od polovine ǌih je

jednako sa najboǉim gorǌim granicama vrednosti C(v, k, t). Treba nagla-
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siti da je ve�ina tih gorǌih granica dobijena pohlepnim algoritmom

sa leksikografskim ili koleks ure�eǌem k-podskupova.

Nova implementacija pohlepnog algoritma

Kako bi dobili konkretna (v, k, t)−pokrivaǌa, mi smo (raqunarski) im-

plementirali Algoritam 1 [74]. Naxa implementacija ima istu raqun-

sku slo�enost kao ona koja je predlo�ena u [31]. Me�utim, naxa im-

plementacija sadr�i odre�ena poboǉxaǌa. Pre svega, k i t-podskupovi

skupa V = {1, . . . , v} su predstavǉeni kao prirodni brojevi maǌi od 2v,

qiji binarni zapis sadr�i k, odnosno t jedinica na odgovaraju�im pozi-

cijama. U Tabeli 3.1 su dati svi 3-podskupovi skupa sa 5 elemenata,

zajedno sa odgovaraju�om celobrojnom reprezentacijom. S obzirom da

smo algoritam implementirali sa leksikografskim i koleks ure�eǌem

k-podskupova (kada algoritam daje najboǉe rezultate), 3-podskupove u

Tabeli 3.1 dajemo u leksikografskom i koleks redosledu.

Tabela 3.1: Leksikografsko i koleks ure�eǌe podskupova

Leksikografsko ure�eǌe Koleks ure�eǌe

{1,2,3} 001112 = 7 {1,2,3} 001112 = 7

{1,2,4} 010112 = 11 {1,2,4} 010112 = 11

{1,2,5} 100112 = 19 {1,3,4} 011012 = 13

{1,3,4} 011012 = 13 {2,3,4} 011102 = 14

{1,3,5} ∼ 101012 = 21 {1,2,5} ∼ 100112 = 19

{1,4,5} 110012 = 25 {1,3,5} 101012 = 21

{2,3,4} 011102 = 14 {2,3,5} 101102 = 22

{2,3,5} 101102 = 22 {1,4,5} 110012 = 25

{2,4,5} 110102 = 26 {2,4,5} 110102 = 26

{3,4,5} 111002 = 28 {3,4,5} 111002 = 28

Celobrojna reprezentacija k i t-podskupova poboǉxava efikasnost

algoritma. Na primer, A ⊆ B se mo�e zapisati kao a & b = a (ili kao

a & b = 0), gde su a i b celobrojne reprezentacije podskupova A i B, a &

binarna konjunkcija (b je binarni komplement od b). Tako�e, celobrojna

reprezentacija k-podskupova zahteva maǌe memorijskog prostora. Na
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primer, uobiqajena reprezentacija podskupa {1, 2, . . . , 16} zauzima 38 baj-

tova memorije, dok celobrojna reprezentacija 11111111111111112 = 65535

zauzima samo 5 bajtova memorije.

Pored navedenog, pohlepni algoritam koji je implementiran u [31]

je dodatno limitiran raspolo�ivom veliqinom sistemske memorije.

Naime, pomenuti algoritam koristi niz dimenzije
(

v
k

)
za memorisaǌe

svih k-podskupova. Na primer, za v = 32 i k = 16 dimenzija niza

je
(

v
k

)
= 601080390. Naxa implementacija algoritma, umesto niza k-

podskupova, koristi odre�enu proceduru za ǌihovo dinamiqko generi-

saǌe [35]. Procedura predstavǉa poboǉxaǌe dobro poznate Knutove

procedure za generisaǌe svih kombinacija [50].

Na Slici 3.1 je dat pseudo-kod naxeg pohlepnog algoritma. Pomenuto

dinamiqko generisaǌe k-podskupova u pseudo-kodu je predstavǉeno sa

Tekuci Blok ← Next(Tekuci Blok) (linija 13). Dobijena (v, k, t)−pokriva-
ǌa, ukǉuquju�i ǌihove veliqine (gorǌe granice za C(v, k, t)) i vremena

izvrxavaǌa, nalaze se na sajtu http://www.math.fon.bg.ac.rs/covering. Kao

i u [31], (v, k, t)−pokrivaǌa su data za v 6 32, k 6 16, t 6 8 i v > k > t > 2.

Jednostavnosti radi, za leksikografsko ure�eǌe nadaǉe �emo re�i

da je leks ure�eǌe, pohlepni algoritam sa leks (koleks) ure�eǌem k-

podskupova zva�emo pohlepni leks (koleks) algoritam, a pokrivaǌa do-

bijena tim algoritmom zva�emo pohlepna leks (koleks) pokrivaǌa.

U opxtem sluqaju, pohlepni leks i pohlepni koleks algoritmi daju

razliqita pokrivaǌa. Me�utim, za odre�ene vrednosti parametara v, k

i t, dobijena pokrivaǌa su identiqna. U tim sluqajevima, za dobijaǌe

pokrivaǌa je dovoǉno koristiti samo jednu od ove dve procedure.

Dovoǉni uslovi za jednakost pohlepnih leks i

pohlepnih koleks pokrivaǌa

U ovom delu �emo dokazati da su pohlepna leks i pohlepna koleks pokri-

vaǌa jednaka (identiqna) kada je v = k + 1, odnosno kada je k = t + 1 [74].

Najpre �emo dokazati slede�u lemu. Relacije poretka, leks i koleks,

redom �emo oznaqiti sa ≺L i ≺C.

54



Ulaz: v, k, t.
/∗ Inicijalizacija ∗/

1: Izabrani Blok ← {1, 2, . . . , k};
2: Izabrani Blok dodati u pokrivaǌe; C ← 1;
3: Pokriveni ← Ø; Nepokriveni ← Ø;
4: t-podskupove pore�ati u koleks poredak. Prvih

(
k
t

)
dodati skupu

Pokriveni, a preostalih
(

v
t

)− (
k
t

)
dodati skupu Nepokriveni;

5: for i ← 0 to
(

v
k

)− 1 do Blok pokriva[i] ← (
k
t

)
;

/∗ Pohlepno biraǌe blokova ∗/
6: repeat
7: Tekuci Blok ← {1, 2, . . . , k}; Max ← 0; i ← 0;
8: repeat
9: Blok pokriva[i] umaǌiti za broj t-podskupova od Tekuci Blok

koji pripadaju skupu Pokriveni;
10: if Blok pokriva[i] > Max then
11: Izabrani Blok ← Tekuci Blok;
12: Max ← Blok pokriva[i];

13: Tekuci Blok ← Next(Tekuci Blok); i ← i + 1;
14: until i =

(
v
k

)
15: Izabrani Blok dodati u pokrivaǌe; C ← C + 1;
16: Pokriveni ← Ø; Skupu Pokriveni dodati t-podskupove od

Izabrani Blok koji pripadaju skupu Nepokriveni;
17: Nepokriveni ← Nepokriveni\Pokriveni;
18: until Nepokriveni = Ø

Izlaz: (v, k, t)−pokrivaǌe sa C blokova.

Slika 3.1: Pseudo-kod pohlepnog algoritma

Lema 3.1.1. Neka su A i B k-podskupovi i neka je A∩B (k−1)-podskup skupa

{1, 2, . . . , v}. Tada je A ≺L B ⇔ A ≺C B.

Dokaz. Neka je C = A ∩ B. Tada je A = C ∪ {a} i B = C ∪ {b}, za neke a

i b iz datog skupa. Za simetriqnu razliku A⊕ B, skupova A i B, va�i

A⊕B = (A∩B)∪(A∩B) = {a, b}, gde A i B oznaqavaju komplemente skupova

A i B. Relacije leks i koleks se mogu definisati pomo�u simetriqne

razlike: A ≺L B ⇔ najmaǌi element iz A ⊕ B pripada A; A ≺C B ⇔
najve�i element iz A⊕B pripada B (videti ”Order relations on subsets” u

[4]). Dakle, A ≺L B ⇔ a < b i A ≺C B ⇔ a < b, qime je lema dokazana.

Primetimo da prethodna lema va�i za proizvoǉan totalno ure�en

v-skup. Iz leme sledi da su leks i koleks poredak k-podskupova skupa
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{1, 2, . . . , k, k + 1} identiqni, pa prema tome i pohlepna leks i pohlepna

koleks (k + 1, k, t)−pokrivaǌa. U sluqaju (v, k, k − 1)−pokrivaǌa, va�i

slede�a teorema.

Teorema 3.1.2. Pohlepna leks i pohlepna koleks (v, k, k − 1)−pokrivaǌa su

identiqna, do na permutaciju izabranih k-podskupova.

Dokaz. Neka je A k-podskup koji je izabran u pokrivaǌe pohlepnim leks

ili koleks algoritmom. Neka je f(A) broj (k − 1)-podskupova koji su

sadr�ani u A, a nisu sadr�ani u k-podskupovima koji su prethodno iza-

brani u pokrivaǌe. Drugim reqima, izborom k-podskupa A u pokrivaǌe

pokriva se f(A), do tada nepokrivenih, (k − 1)-podskupova. Jasno je da

je f(A) = k, za prvih nekoliko izabranih k-podskupova A, kao i da je

f(A) ≥ f(B) ako je k-podskup A izabran pre k-podskupa B.

Poka�imo da su skupovi Lm = {A : A je izabran pohlepnim leks al.

i f(A) = m} i Cm = {A : A je izabran pohlepnim koleks al. i f(A) = m}
jednaki, za svako m ∈ {1, . . . , k}. Pretpostavimo, suprotno tvr�eǌu, da

je Lm 6= Cm, za neko m. Neka je m0 najve�i prirodan broj za koji to

va�i, odnosno, neka je Lm0 6= Cm0 i Lm = Cm za m ∈ {m0 + 1, . . . , k}. Ta-

da je bar jedan od skupova Lm0\Cm0 i Cm0\Lm0 neprazan. Na primer,

neka je Lm0\Cm0 6= Ø. Od k-podskupova iz Lm0\Cm0, neka je A prvi iza-

bran (pohlepnim leks algoritmom) u Lm0. S obzirom da A nije izabran

(pohlepnim koleks algoritmom) u Cm0, postoji B koji je izabran u Cm0,

tako da je B ≺C A i B∩A je (k−1)-podskup koji nije bio pokriven pre iz-

bora B u Cm0 (nakon izbora B u Cm0, A pokriva maǌe od m0 nepokrivenih

(k−1)-podskupova). Na osnovu Leme 3.1.1 sledi B ≺L A, odakle zakǉuqu-

jemo da B /∈ Lm0 (iz B ∈ Lm0 sledi A /∈ Lm0). Kao i u prethodnom sluqaju,

to je mogu�e samo ako postoji C ∈ Lm0, tako da je C ≺L B i C ∩ B je

(k − 1)-podskup koji nije bio pokriven pre izbora C u Lm0. Na osnovu

Leme 3.1.1 sledi C ≺C B, odakle zakǉuqujemo da C /∈ Cm0 (iz C ∈ Cm0

sledi B /∈ Cm0). Dakle, C ∈ Lm0\Cm0 i C ≺L A (C ≺L B ≺L A), xto je u

suprotnosti sa pretpostavkom da je A k-podskup iz Lm0\Cm0 koji je prvi

izabran u Lm0. Do istog zakǉuqka se dolazi u sluqaju Cm0\Lm0 6= Ø,

qime je tvr�eǌe dokazano.
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Prethodno tvr�eǌe nam omogu�ava da za dobijaǌe najzahtevnijih

(v, k, t)−pokrivaǌa koristimo samo jedan od ova dva pohlepna algoritma.

Zaista, najve�a pokrivaǌa, koja troxe najvixe raqunarskog vremena, su

oblika (v, k, k−1). Na primer, (32, 9, 8) pohlepno leks (koleks) pokrivaǌe,

koje sadr�i 1530641 blokova.

Nova pohlepna pokrivaǌa

Ovde �e biti prikazana jedna modifikacija pohlepnog Algoritma 1 [74].

Rezultuju�i algoritam �emo zvati novi pohlepni algoritam. Za listu,

u kojoj prvi qlan sledi nakon posledǌeg, re�i �emo da je cikliqna.

Algoritam 2 - Novi pohlepni algoritam

1. Pore�ati sve k-podskupove v-skupa u cikliqnu listu i izabrati
prvi k-podskup: {1, 2, . . . , k}.

2. Izabrati k-podskup koji sadr�i maksimalan broj nepokrivenih t-
podskupova. Ako takvih k-podskupova ima vixe, izabrati prvi koji
sledi nakon prethodno izabranog u cikliqnoj listi.

3. Ponavǉati korak 2, sve dok ima nepokrivenih t-podskupova.

Algoritam 2 se razlikuje od Algoritma 1 u koracima 1. i 2. Novim

pohlepnim algoritmom, nakon izbora jednog k-podskupa u pokrivaǌe, ne-

ma vra�aǌa na poqetak liste. Generisaǌe slede�ih k-podskupova se

nastavǉa poqevxi od posledǌe izabranog k-podskupa.

Pseudo-kod novog pohlepnog algoritma se neznatno razlikuje od

pseudo-koda pohlepnog algoritma (Slika 3.1). Osnovna razlika je u

liniji 7, gde se Tekuci Blok ← {1, 2, . . . , k} zameǌuje sa Tekuci Blok ←
Izabrani Blok.

Nije texko primetiti da va�i slede�a implikacija: ako se pohlep-

nim leks (koleks) algoritmom dobija Xtajnerov sistem S(t, k, v), onda

se novim pohlepnim leks (koleks) algoritmom dobija isti Xtajnerov

sistem. Na primer, dobro poznati Xtajnerov sistem S(5, 8, 24) (pokri-

vaju�i kod konstantne te�ine A(24, 8, 5)) se dobija, ne samo pohlepnim
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leks i koleks algoritmima, ve� i novim pohlepnim leks i koleks algo-

ritmima.

Novi pohlepni algoritam se tako�e mo�e implementirati sa razli-

qitim ure�eǌima k-podskupova u (cikliqnoj) listi: leks, koleks, grej,

sluqajnim i drugim ure�eǌima. Kao i u sluqaju pohlepnog algoritma,

novi pohlepni algoritam smo implementirali sa leks i koleks ure�e-

ǌem k-podskupova. Dobijena nova pohlepna leks i koleks pokrivaǌa su,

u proseku, neznatno loxija od pohlepnih leks i koleks pokrivaǌa. I

pored toga, sa svakim od ova dva algoritma se dobijaju pokrivaǌa ko-

ja su u 21.40% sluqajeva boǉa ili jednaka2 od pokrivaǌa iz [31]. U

Tabeli 3.2 je dat spisak boǉih pokrivaǌa. Naglaxene (podebǉane) su

veliqine pokrivaǌa koja su boǉa od najboǉih poznatih pokrivaǌa. De-

taǉniji rezultati, ukǉuquju�i sama pokrivaǌa, mogu se na�i na sajtu

http://www.math.fon.bg.ac.rs/covering.

3.2 LR algoritam

U poglavǉu 3.1 pomenuto je da su (v, k, t)−pokrivaǌa dobijena pohlep-

nim algoritmom asimptotski dobra. Tako�e, u mnogim sluqajevima su

veliqine dobijenih pokrivaǌa jednake, ili qak maǌe, od do sada naj-

boǉih gorǌih granica vrednosti C(v, k, t). Ipak, mo�e se desiti da u

dobijenim pokrivaǌima postoje suvixni (redundantni) blokovi, koji se

mogu izbaciti iz pokrivaǌa. Na primer, neka je (v, k, t)−pokrivaǌe do-

bijeno pohlepnim leks algoritmom. U svakoj iteraciji algoritma bira

se najboǉi k-podskup, xto znaqi da se k-podskupovi biraju, redom, u

skupove L(k
t)

, L(k
t)−1, . . . , L2, L1 (videti dokaz Teoreme 3.1.2). Izborom k-

podskupa u Lm, pokriva se m do tada nepokrivenih t-podskupova i
(

k
t

)−m

prethodno pokrivenih t-podskupova. Dakle, mo�e se desiti da su svi t-

podskupovi, koje pokriva izabrani k-podskup A, pokriveni preostalim

k-podskupovima iz pokrivaǌa (naroqito ako su skupovi Lm neprazni, za

male vrednosti m). To znaqi da je blok A suvixan i da se mo�e izbaciti

iz pokrivaǌa, odnosno, poqetno pokrivaǌe se mo�e redukovati.

2U smislu maǌe ili jednake veliqine (broja blokova) pokrivaǌa.
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Tabela 3.2: Nova pohlepna pokrivaǌa koja su boǉa od pokrivaǌa iz [31]

Nova pohlepna leks pokrivaǌa Nova pohlepna koleks pokrivaǌa

v k t veliqina v k t veliqina
20 7 4 245 29 13 3 23
32 5 4 7829 30 5 4 6236
32 7 4 1710 32 5 4 7830
19 6 5 2498 19 6 5 2500
22 7 5 2084 22 8 5 743
31 11 5 1067 23 12 6 368
19 8 6 1798 26 8 6 14634
23 12 6 369 30 7 6 109216
24 11 6 882 32 7 6 154099
32 7 6 154044 18 10 7 657
19 9 7 2792 21 9 7 6386
23 10 7 5033 25 14 7 578
23 13 7 538 27 8 7 150645
25 8 7 83011 30 13 7 4491
27 15 7 617 32 12 7 14251
28 10 7 23569 22 10 8 14898
29 16 7 654 23 10 8 22692
30 13 7 4492 26 13 8 4503
30 14 7 2472 26 15 8 1109
32 8 7 532247 26 16 8 596
19 10 8 3576 29 14 8 5987
24 14 8 1012 30 14 8 8172
25 12 8 6998
26 9 8 246959
26 15 8 1108

Ako pokrivaǌe ima vixe od jednog redundantnog bloka, mo�e se de-

siti da ih ne mo�emo sve ukloniti iz pokrivaǌa. Naime, ako postoji

t-podskup koji je pokriven samo sa redundantnim blokovima, ǌihovim

uklaǌaǌem takav t-podskup bi postao nepokriven. Da se to ne bi desi-

lo, jedno rexeǌe je uklaǌaǌe redundantnih blokova po nekom redosle-

du, uz a�uriraǌe skupa redundantnih blokova nakon svakog uklaǌaǌa.

Druga mogu�nost je uklaǌaǌe svih redundantnih blokova odjednom, uz

pokrivaǌe nepokrivenih t-podskupova novim blokovima. Naravno, broj

dodatih blokova bi trebalo da bude maǌi od broja izbaqenih blokova.

Za pokrivaǌe nepokrivenih t-podskupova mogu�e je koristiti razliqite
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metode a, s obzirom da je oqekivani broj nepokrivenih t-podskupova re-

lativno mali, pohlepni algoritam je najprirodniji izbor.

Opisana metoda redukcije je veoma jednostavna, ali je ograniqena

na pokrivaǌa koja sadr�e redundantne blokove. Uopxtimo sada ideju

redukcije na pokrivaǌa koja ne sadr�e redundantne blokove.

Neka je C proizvoǉno (v, k, t)−pokrivaǌe. Sliqno kao u dokazu Teo-

reme 3.1.2, svakom bloku A datog pokrivaǌa pridru�imo vrednost

F (A) ∈ {
0, 1, . . . ,

(
k
t

)}
, koja predstavǉa broj t-podskupova koji su pokrive-

ni blokom A, a nisu pokriveni preostalim blokovima iz C (izbaciva-

ǌem bloka A iz pokrivaǌa, taqno F (A) t-podskupova ostaje nepokriveno).

Ako pokrivaǌe ne sadr�i redundantne blokove (F (A) = 0), najboǉi kan-

didati za izbacivaǌe su blokovi koji samostalno pokrivaju samo jedan

t-podskup (F (A) = 1). Ako pokrivaǌe ne sadr�i ni takve blokove, naj-

boǉi kandidati su blokovi koji samostalno pokrivaju dva t-podskupa

(F (A) = 2), itd. Kao u sluqaju izbacivaǌa redundantnih blokova,

nepokrivene t-podskupove na kraju treba pokriti sa xto je mogu�e ma-

ǌim brojem novih blokova.

Jedan od naqina da se realizuje opisana redukcija je dat slede�im

(Level Reduction - LR) algoritmom [73, 74]3. Ulaz algoritma je (v, k, t)−
pokrivaǌe C i vrednost parametra L ∈ {

0, 1, . . . ,
(

k
t

)− 1
}
. Izlaz je novo,

ako je mogu�e redukovano (v, k, t)−pokrivaǌe.

Algoritam 3 - LR algoritam

1. Za svaki blok A datog pokrivaǌa odrediti vrednost F (A).

2. Izbaciti iz pokrivaǌa blokove A za koje va�i F (A) 6 L.

3. Odrediti T : skup svih t-podskupova koji nisu pokriveni preosta-
lim blokovima.

4. Ako je T 6= ∅, pohlepnim leks algoritmom pokriti t-podskupove iz
T (dodati nove blokove u pokrivaǌe).

Osnovna karakteristika LR algoritma je specifiqan izbor blokova

koji �e biti izbaqeni iz pokrivaǌa. U koraku 2. se izbacuju blokovi
3U [74], skra�enica LR je korix�ena u kontekstu opxtijeg LNS algoritma.

60



A sa osobinom F (A) 6 L, tj. blokovi koji samostalno pokrivaju najvixe

L t-podskupova. Za L = 0, LR redukcija je ekvivalentna opisanoj re-

dukciji redundantnih blokova. Za L = 1, iz pokrivaǌa se izbacuju

blokovi koji samostalno pokrivaju najvixe jedan t-podskup, za L = 2

izbacuju se blokovi koji samostalno pokrivaju najvixe dva t-podskupa,

itd. Kao u sluqaju redukcije redundantnih blokova, svi blokovi mogu

biti izbaqeni odjednom ili sukcesivno, uz a�uriraǌe vrednosti F (A)

nakon svakog izbacivaǌa.

Kada je L < Lmin = min
A∈C

F (A), nijedan blok ne�e biti izbaqen iz pokri-

vaǌa, tj. algoritam ne�e proizvesti nikakvo dejstvo na ulazno pokri-

vaǌe. Sa pove�aǌem vrednosti L pove�ava se (taqnije, ne smaǌuje)

broj izbaqenih blokova, qime se pove�ava mogu�nost redukcije polaznog

pokrivaǌa. Sa druge strane, broj izbaqenih blokova ne bi trebalo da

bude prevelik. Pod pretpostavkom da je broj blokova, potrebnih za

pokrivaǌe nekih t-podskupova, proporcionalan broju t-podskupova koje

pokrivamo, po�eǉno je da proseqan broj nepokrivenih t-podskupova po

jednom izbaqenom bloku bude xto maǌi, tj. da je vrednost L xto maǌa.4

Tako�e, pohlepni algoritam u koraku 4. �e biti efektivniji i efikas-

niji ako broj izbaqenih blokova nije prevelik (u odnosu na broj blokova

polaznog pokrivaǌa). U svakom sluqaju, mo�e se oqekivati da �e LR al-

goritam dati najboǉe rezultate za male vrednosti parametra L, tj. za

L = 0, 1, 2, . . . (Lmin, Lmin + 1, Lmin + 2, . . .).

Za pokrivaǌe nepokrivenih t-podskupova se koristi pohlepni leks al-

goritam zato xto, u proseku, daje boǉe rezultate od drugih pohlepnih

algoritama. Naravno, umesto pohlepnog leks algoritma se mogu koris-

titi druge (heuristiqke) metode. Mogu�e su i druge modifikacije LR

algoritma. Na primer, pored pomenute mogu�nosti sukcesivnog izbaci-

vaǌa blokova, mogu�e je unapred zadati broj ili procenat blokova koji

�e biti izbaqeni iz pokrivaǌa.

4U opxtem sluqaju, broj nepokrivenih t-podskupova nije jednak
∑

F (A) (suma po
svim izbaqenim blokovima A), ve� je uve�an za broj nepokrivenih t-podskupova koji
su bili pokriveni sa dva ili vixe izbaqenih blokova.
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Praktiqnu vrednost predlo�enog LR algoritma �emo videti u nared-

nim poglavǉima, ǌegovom implementacijom u drugim, slo�enijim heu-

ristikama.

3.3 Metoda velikih okolina

Prethodno opisani LR algoritam smo najpre implementirali u jedno-

stavni algoritam za lokalno pretra�ivaǌe, uzastopnom primenom LR

procedure. Uzastopna primena LR procedure, sve dok se ne zadovoǉi

odre�eni kriterijum zaustavǉaǌa, u suxtini predstavǉa metodu veli-

kih okolina (Large Neighbourhood Search - LNS). LNS je postupak uzastopnog

uklaǌaǌa dela rexeǌa i ǌegovog obnavǉaǌa (destroying and repairing the

solution) u ciǉu poboǉxaǌa aktuelnog rexeǌa (videti [80, 84, 89]).5 U

naxem LNS algoritmu [74], uzastopna primena LR procedure je postu-

pak uzastopnog izbacivaǌa i dodavaǌa blokova u pokrivaǌe, sa ciǉem

redukovaǌa broja blokova aktuelnog pokrivaǌa.

U LNS-u, okolina je definisana implicitno, pomo�u neke jednos-

tavnije heuristike (pretraga velikih okolina se vrxi heuristiqki). U

naxem sluqaju, prostor rexeǌa je skup svih (v, k, t)− pokrivaǌa, a okoli-

na se mo�e definisati zamenom odre�enog broja blokova novim blokovi-

ma.6 Veliqina ovako definisane okoline mo�e da bude relativno ve-

lika, a ǌeno pretra�ivaǌe vremenski zahtevno. Zbog toga se lokalna

pretraga mo�e redukovati na ona rexeǌa koja ”sa ve�om verovatno�om”

predstavǉaju boǉa rexeǌa. U naxem LNS algoritmu, to se posti�e LR

procedurom. Drugim reqima, okolina je definisana implicitno, po-

mo�u LR procedure.

Na Slici 3.2 je dat pseudo-kod predlo�enog LNS algoritma. Kao i

kod LR algoritma, ulaz je (v, k, t)−pokrivaǌe C i vrednost parametra L.

Izlaz je novo, ako je mogu�e redukovano (v, k, t)−pokrivaǌe C∗. Detaǉ-

niji pseudo-kod se mo�e na�i u [74].

5LNS se neznatno razlikuje od iterativnog pohlepnog algoritma [48, 85], a mo�e se
posmatrati i kao specijalni sluqaj metode promenǉivih okolina [65, 66].

6Broj dodatih blokova ne mora biti jednak broju izbaqenih blokova, ali mora biti
dovoǉan za dobijaǌe dopustivog rexeǌa, tj. (v, k, t)−pokrivaǌa.
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/∗ Inicijalizacija ∗/
1: Izabrati vrednost parametra L i poqetno (v, k, t)−pokrivaǌe C;
2: C∗ ← C;

/∗ LR procedura ∗/
3: repeat
4: Za svaki blok A pokrivaǌa C odrediti vrednost F (A);
5: Izbaciti iz pokrivaǌa C blokove A za koje va�i F (A) 6 L;
6: Odrediti T : skup svih t-podskupova koji nisu pokriveni

preostalim blokovima iz C;
7: if T 6= ∅ then
8: Pohlepnim leks algoritmom pokriti t-podskupove iz T

i dodati nove blokove u pokrivaǌe C;

9: if |C| < |C∗| then
10: C∗ ← C;

11: until Kriterijum zaustavǉaǌa

Slika 3.2: Pseudo-kod LNS algoritma

Koraci 4–8 predstavǉaju korake LR algoritma, dok se u koraku 10

quva najboǉe rexeǌe (redukovano pokrivaǌe), ako je takvo rexeǌe na-

�eno. U naxoj implementaciji algoritma, u koraku 5, svi blokovi A sa

svojstvom F (A) 6 L se izbacuju odjednom (a ne sukcesivno, uz a�uriraǌe

vrednosti F (A)).

U opxtem sluqaju, LNS algoritam dopuxta kretaǌe od boǉeg ka

loxijem rexeǌu (non-improving moves), kada LR ne nalazi redukovano

(v, k, t)−pokrivaǌe. Dakle, pretra�ivaǌe se nastavǉa i kada se nala-

zimo u lokalnom minimumu. S obzirom na veliki broj vremenski zah-

tevnih instanci, u naxoj implementaciji LNS algoritma dopuxtena su

samo kretaǌe ka boǉem rexeǌu, a kriterijum zaustavǉaǌa je da LR ne

redukuje aktuelno pokrivaǌe (|C| > |C∗|).
LNS algoritam se mo�e primeniti na proizvoǉno (v, k, t)−pokrivaǌe

(poqetno rexeǌe). Rezultat primene algoritma, pored polaznog pokri-

vaǌa, zavisi i od vrednosti parametra L. U naxoj implementaciji je

najqex�e L 6 3, a polazna pokrivaǌa su sva prethodno dobijena pokri-

vaǌa, kao i dobra pokrivaǌa7 sa sajta [30].

7Dobra pokrivaǌa (good overings) je uobiqajan naziv za pokrivaǌa koja su relativno
bliska minimalnim (optimalnim) pokrivaǌima.
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Numeriqki rezultati

Sva dobijena redukovana pokrivaǌa, ukǉuquju�i ǌihove veliqine (gor-

ǌe granice za C(v, k, t)) i vremena izvrxavaǌa, se nalaze na sajtu

http://www.math.fon.bg.ac.rs/covering. Ovde �emo dati odre�ene podatke o

dobijenim (redukovanim) pokrivaǌima. Sva izraqunavaǌa su vrxena na

Intel(R) Core(TM)2 Duo E8400 CPU 3.00 GHz raqunaru sa 4 GB RAM memo-

rije, pod Linux operativnim sistemom.

LNS algoritam je najpre primeǌen na prethodno dobijena pohlepna i

nova pohlepna (v, k, t)−pokrivaǌa, za v > k > t > 2, v 6 32, k 6 16 i t 6 8.

Oko 20% ovih pokrivaǌa je jednako (u smislu veliqine) sa najboǉim po-

znatim pokrivaǌima, pa je mogu�nost redukcije takvih pokrivaǌa veoma

mala. Sva pokrivaǌa su testirana za L ∈ {0, 1, 2, 3}.
Kao xto je ranije pomenuto, izvrxavaǌe algoritma se zaustavǉa ka-

da nije dobijeno poboǉxaǌe (|C| > |C∗|) ili posle odre�enog broja ite-

racija, za vremenski zahtevne instance. Preciznije, za L = 2, izvr-

xavaǌe se zaustavǉa nakon 15 iteracija za (29 − 30, 9, 8)−pokrivaǌa i

nakon 10 iteracija za (31 − 32, 9, 8)−pokrivaǌa. Za L = 3, izvrxavaǌe

algoritma se zaustavǉa nakon 15 iteracija za (31 − 32, 8, 7), (28, 9, 8) i

(32, 10, 8)−pokrivaǌa, nakon 10 iteracija za (29 − 30, 9, 8)−pokrivaǌa i

nakon 5 iteracija za (31− 32, 9, 8)−pokrivaǌa.
S obzirom da su rezultati pohlepnog algoritma, kao i ve�ine drugih

poznatih konstrukcija (poglavǉe 1.3.2), dati u [31], rezultate LNS

algoritma �emo porediti sa rezultatima iz [31]. Naravno, dobije-

na pokrivaǌa �emo porediti i sa najboǉim poznatim pokrivaǌima iz

[22, 30, 31, 77, 78]. U Tabeli 3.3 su dati podaci o broju redukovanih

pokrivaǌa, kao i ǌihovo pore�eǌe sa pokrivaǌima iz [31] i najboǉim

poznatim pokrivaǌima. Podaci se odnose na 1631 instacu.

U Tabeli 3.4 je dat spisak redukovanih pokrivaǌa koja su jednaka

ili boǉa od najboǉih poznatih pokrivaǌa. Veliqine boǉih pokrivaǌa

su naglaxene (podebǉane). U tabeli su prikazana samo najboǉa re-

dukovana pokrivaǌa dobijena sa razliqitim vrednostima parametra L.

Na primer, sva qetiri redukovana pohlepna leks (32, 7, 6)−pokrivaǌa su
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Tabela 3.3: Rezultati primene LNS-a na (nova) pohlepna pokrivaǌa

Primena LNS-a na: Pohlepna leks Pohlepna koleks Nova pohlepna Nova pohlepna
pokrivaǌa pokrivaǌa leks pokriv. koleks pokriv.

L = 0 1 2 3 0 1 2 3 0 1 2 3 0 1 2 3
Ukupan broj
redukovanih 165 228 315 363 168 226 315 384 163 236 349 445 171 252 358 457
pokrivaǌa

Broj redukovanih
pokrivaǌa jednakih 10 10 13 19 11 15 16 22 9 9 17 22 9 11 16 23
sa pokriv. iz [31]
Broj redukovanih
pokrivaǌa boǉih 44 70 118 137 33 51 102 134 25 36 90 130 25 37 87 114
od pokriv. iz [31]
Broj redukovanih

pokrivaǌa jednakih 10 10 9 11 11 13 13 13 7 7 9 11 9 10 11 12
sa najboǉim

Broj redukovanih
pokrivaǌa boǉih 11 12 13 14 9 11 12 14 9 10 12 14 8 9 12 13

od do sada najboǉih

Tabela 3.4: Redukovana (nova) pohlepna pokrivaǌa koja su jednaka ili
boǉa od najboǉih poznatih pokrivaǌa

Redukovana pohlepna Redukovana pohlepna Redukovana nova poh. Redukovana nova poh.
leks pokrivaǌa koleks pokrivaǌa leks pokrivaǌa koleks pokrivaǌa

v k t veliqina v k t veliqina v k t veliqina v k t veliqina
11 5 2 73 10 4 2 91 11 5 2 73 10 4 2 91

12 5 2 90 11 5 2 73 12 5 2 92 11 5 2 70

20 9 2 70 12 5 2 90 15 9 2 40 13 4 2 130

22 7 2 130 13 4 2 130 18 11 2 40 14 4 2 183

24 11 2 70 20 9 2 70 19 6 2 152 14 5 2 123

27 12 2 70 24 11 2 70 21 13 2 40 16 7 2 80

28 13 2 70 27 12 2 70 24 15 2 40 17 4 2 262

30 14 2 70 28 13 2 70 25 15 2 40 20 9 2 70

32 15 2 70 30 14 2 70 8 5 3 80 23 10 2 80

8 5 3 80 32 15 2 70 11 6 3 113 27 12 2 70

20 14 3 60 8 5 3 80 20 14 3 60 30 13 2 80

31 7 6 1251533 13 8 3 101 10 7 5 203 8 5 3 82

32 7 6 1535803 15 7 3 150 31 7 6 1252183 15 7 3 150

12 9 7 403 20 14 3 60 32 7 6 1534723 9 5 4 300

29 8 7 2508283 10 6 4 202 28 8 7 1909173 10 7 5 203

30 8 7 3239803 31 7 6 1251533 29 8 7 2518593 31 7 6 1252363

31 8 7 4184593 32 7 6 1535803 30 8 7 3244973 32 7 6 1532503

32 8 7 5062773 29 8 7 2508283 31 8 7 4184763 29 8 7 2512063

29 9 8 6293313 30 8 7 3239803 32 8 7 5064873 30 8 7 3259723

30 9 8 8615983 31 8 7 4184593 29 9 8 6289843 31 8 7 4185523

30 10 8 2609983 32 8 7 5062773 30 9 8 8619093 32 8 7 5065303

31 9 8 11581263 29 9 8 6293313 30 10 8 2608953 29 9 8 6291323

31 10 8 3504083 30 9 8 8615983 31 9 8 11582893 30 9 8 8617413

32 9 8 15123283 30 10 8 2608963 31 10 8 3505613 30 10 8 2607843

32 10 8 4657553 31 9 8 11581263 32 9 8 15122073 31 9 8 11579843

32 11 8 1646913 31 10 8 3504323 32 10 8 4657733 31 10 8 3502113

31 12 8 504333 32 9 8 15122193

32 9 8 15123283 32 10 8 4656283

32 10 8 4656273

boǉa od najboǉeg poznatog pokrivaǌa: 154076 blokova za L = 0, 153873

bloka za L = 1, 153609 blokova za L = 2 i 153580 blokova za L = 3.
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Veliqina najboǉeg od ovih pokrivaǌa (153580) je prikazana u Tabeli

3.4. Vrednost parametra L, za koju je dobijeno dato pokrivaǌe, je pri-

kazana u eksponentu. U sluqaju vixe takvih vrednosti L, u tabeli je

prikazana maǌa vrednost.

Iz Tabela 3.3 i 3.4 se mo�e videti da su rezultati primene LNS

algoritma sliqni za sva qetiri tipa pokrivaǌa8 i (u proseku) sraz-

merni kvalitetu ulaznih pokrivaǌa. Broj redukovanih pokrivaǌa je

pribli�no jednak, s tim xto je, za L = 2 i za L = 3, nexto ve�i za nova

pohlepna pokrivaǌa (Tabela 3.3). Tako�e, pribli�no su jednake vred-

nosti parametara v, k i t za koje se dobijaju dobra (v, k, t)−pokrivaǌa
(Tabela 3.4). Na primer, sva redukovana pohlepna i nova pohlepna

(29− 32, 9, 8)−pokrivaǌa su boǉa od najboǉih poznatih pokrivaǌa.

Iz prethodnih tabela se mo�e videti da sa pove�aǌem vrednosti L

raste broj i kvalitet redukovanih pokrivaǌa, pa su najboǉi rezultati

dobijeni za L = 3 (kao u gorǌem primeru (32, 7, 6)−pokrivaǌa). Mogu�e

je da se, za odre�eno (v, k, t)−pokrivaǌe, najboǉe redukovano pokrivaǌe

dobija za neko L > 3. Iz razloga koje smo pomenuli u poglavǉu 3.2, mi

smo primenu LNS algoritma ipak ograniqili na vrednosti L 6 3.

LNS algoritam je tako�e primeǌen na pokrivaǌa dobijena prostom

konstrukcijom koja je opisana u Lemi 1.3.3: iz blokova datog (v, k, t)−
pokrivaǌa se izbacuje element koji se pojavǉuje u najmaǌe blokova i svi

preostali blokovi. Na taj naqin se dobija (v− 1, k− 1, t− 1)−pokrivaǌe,
za koje �emo re�i da je PK pokrivaǌe. Opisana prosta konstrukcija

je primeǌena na pohlepna i nova pohlepna pokrivaǌa, za v > k > t > 3,

v 6 32, k 6 16 i t 6 8. Na taj naqin su dobijena PK pohlepna i PK nova

pohlepna pokrivaǌa, za v > k > t > 2, v 6 31, k 6 15 i t 6 7. Na dobijena

PK pokrivaǌa je primeǌen LNS algoritam za L ∈ {0, 1, 2, 3}. Izvrxava-

ǌe algoritma se zaustavǉa kada je |C| > |C∗|, tj. nakon 15 iteracija za

(31, 8, 7)−pokrivaǌe i L = 3.

U Tabeli 3.5 su dati podaci o broju redukovanih PK pokrivaǌa,

kao i ǌihovo pore�eǌe sa pokrivaǌima iz [31] i najboǉim poznatim

pokrivaǌima. Podaci se odnose na 1316 instaci. U Tabeli 3.6 je dat

8Na osnovu Teoreme 3.1.2, pohlepna leks i koleks (v, k, k−1)−pokrivaǌa su jednaka.
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spisak redukovanih pokrivaǌa koja su jednaka ili boǉa od najboǉih

poznatih pokrivaǌa. Veliqine boǉih pokrivaǌa su naglaxene.

Tabela 3.5: Rezultati primene LNS-a na PK (nova) pohlepna pokrivaǌa

Primena LNS-a na: PK pohlepna PK pohlepna PK nova pohlep. PK nova pohlep.
leks pokrivaǌa koleks pokriv. leks pokrivaǌa koleks pokriv.

L ı 0 1 2 3 0 1 2 3 0 1 2 3 0 1 2 3
Ukupan broj
redukovanih 209 562 753 840 199 512 746 846 240 577 776 866 303 601 794 871
pokrivaǌa

Broj redukovanih
pokrivaǌa jednakih 11 15 21 23 8 10 18 20 5 7 10 17 8 12 15 17
sa pokriv. iz [31]
Broj redukovanih
pokrivaǌa boǉih 4 7 27 35 4 9 29 36 4 7 26 35 3 8 30 38
od pokriv. iz [31]
Broj redukovanih

pokrivaǌa jednakih 11 15 20 23 8 10 17 19 5 7 10 16 8 12 15 17
sa najboǉim

Broj redukovanih
pokrivaǌa boǉih 2 3 3 5 2 3 3 5 2 3 3 5 1 3 3 5

od do sada najboǉih

Tabela 3.6: Redukovana PK (nova) pohlepna pokrivaǌa koja su jednaka
ili boǉa od najboǉih poznatih pokrivaǌa

Redukovana PK Redukovana PK Redukovana PK nova Redukovana PK nova
pohlepna leks pokriv. poh. koleks pokriv. pohlepna leks pokriv. poh. koleks pokriv.

v k t veliqina v k t veliqina v k t veliqina v k t veliqina
8 5 2 41 8 5 2 41 8 5 2 41 8 5 2 41

9 4 2 81 9 5 2 52 9 4 2 82 9 5 2 52

9 5 2 52 10 4 2 92 10 3 2 171 10 4 2 92

12 7 2 50 10 5 2 62 10 5 2 62 13 9 2 30

13 4 2 130 12 5 2 93 13 4 2 130 14 5 2 123

14 4 2 181 12 7 2 52 14 5 2 122 15 7 2 72

14 7 2 60 14 4 2 182 14 6 2 72 16 11 2 30

15 6 2 103 14 5 2 123 15 6 2 103 17 12 2 30

16 7 2 83 14 9 2 40 17 4 2 263 19 8 2 92

16 11 2 30 16 11 2 30 21 14 2 30 20 14 2 30

17 4 2 262 18 12 2 30 25 12 2 70 21 15 2 30

18 12 2 30 20 14 2 30 7 4 3 120 23 11 2 70

20 14 2 30 21 14 2 30 11 8 3 53 31 15 2 70

21 14 2 30 23 5 2 282 13 8 3 103 11 8 3 53

9 5 3 122 29 14 2 70 15 11 3 53 16 4 3 1401

11 8 3 53 11 8 3 53 16 4 3 1403 17 13 3 40

13 8 3 103 19 14 3 53 9 5 4 302 9 5 4 301

14 6 3 250 9 5 4 301 9 6 4 123 9 6 4 121

15 11 3 52 9 6 4 122 24 8 5 7590 15 7 4 573

9 5 4 301 14 11 5 100 31 7 6 1244693 31 7 6 1243973

9 6 4 123 11 8 6 293 28 8 7 1866853 28 8 7 1876743

14 11 5 100 31 7 6 1245053 29 8 7 2531103 29 8 7 2537703

24 8 5 7590 18 15 7 140 30 8 7 3257503 30 8 7 3265573

11 8 6 292 28 8 7 1872533 31 8 7 4194903 31 8 7 4194193

31 7 6 1245053 29 8 7 2532853

18 15 7 140 30 8 7 3268523

28 8 7 1872533 31 8 7 4194283

29 8 7 2532853

30 8 7 3268523

31 8 7 4194283

67



Kao i u sluqaju (novih) pohlepnih pokrivaǌa, iz Tabela 3.5 i 3.6

se mo�e videti da su rezultati primene LNS algoritma na PK (no-

va) pohlepna pokrivaǌa sliqni za sva qetiri tipa pokrivaǌa. U po-

re�eǌu sa brojem redukovanih (novih) pohlepnih pokrivaǌa, broj re-

dukovanih PK (novih) pohlepnih pokrivaǌa je znatno ve�i (u procen-

tima, 46.04% naspram 17.61%). Ovo je oqekivano, s obzirom da su PK

pokrivaǌa (u proseku) loxija od (novih) pohlepnih pokrivaǌa, pa je

mogu�nost ǌihove redukcije ve�a. Tako�e, dobijen je maǌi broj dobrih

(v, k, t)−pokrivaǌa u odnosu na redukovana (nova) pohlepna pokrivaǌa.

Na primer, dobijeno je po 5 redukovanih PK (novih) pohlepnih pokriva-

ǌa naspram 13 ili 14 redukovanih (novih) pohlepnih pokrivaǌa, boǉih

od najboǉih poznatih pokrivaǌa. Treba naglasiti da su najboǉa redu-

kovana (nova) pohlepna pokrivaǌa dobijena za one vrednosti parametara

v, k i t za koje PK pokrivaǌa nisu testirana (na primer, za t = 8).

Na kraju, LNS algoritam je primeǌen na dobra pokrivaǌa sa sajta

[30], za v > k > t > 2, v 6 32, k 6 16, t 6 8 i L ∈ {0, 1, 2, 3, 4}. Kako su sko-

ro sva pokrivaǌa iz [30] ujedno i najboǉa poznata pokrivaǌa, dobijeno

je samo 9 redukovanih pokrivaǌa (Tabela 3.7)9. Zbog mogu�ih prome-

na (a�ururaǌa) pokrivaǌa sa sajta [30], u tabeli su date i veliqine

originalnih pokrivaǌa.

Tabela 3.7: Redukovana pokrivaǌa iz [30]

Veliqina Veliqina
v k t pokrivaǌa iz [30] redukovanog pokrivaǌa
28 8 7 192505 1925021

28 11 7 8895 88942

32 12 7 12689 126884

28 12 8 19986 199754

29 12 8 27555 275542

29 13 8 11815 118134

31 11 8 123285 1227074

31 12 8 51785 514144

32 12 8 69820 688614

9U vreme objavǉivaǌa rezultata LNS algoritma [74], redukovano (31, 11, 8)−pokri-
vaǌe je bilo boǉe od tada najboǉih pokrivaǌa.
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Iz prethodnih tabela se mo�e videti da je primenom LNS algoritma

dobijen veliki broj pokrivaǌa koja su boǉa od najboǉih poznatih pokri-

vaǌa. Me�utim, primenom algoritma na razliqita pokrivaǌa, dobra

redukovana pokrivaǌa su uglavnom dobijena za iste vrednosti parame-

tara v, k i t. U Tabeli 3.8 je sumirano svih 20 novih gorǌih granica

vrednosti C(v, k, t), dobijenih primenom LNS algoritma. Od svih re-

dukovanih (v, k, t)−pokrivaǌa koja su prethodno navedena kao boǉa od

najboǉih poznatih pokrivaǌa, u Tabeli 3.8 su navedena samo najboǉa

od tih (v, k, t)−pokrivaǌa.

Tabela 3.8: Nove gorǌe granice vrednosti C(v, k, t) dobijene primenom
LNS algoritma

Metod konstrukcije

v k t Nova gorǌa granica LNS algoritam primeǌen na
31 7 6 124397 PK novo pohlepno koleks pok.
32 7 6 153250 Novo pohlepno koleks pok.
28 8 7 186685 PK novo pohlepno leks pok.
28 11 7 8894 Pokrivaǌe iz [30]
29 8 7 250828 Pohlepno leks (koleks) pok.
30 8 7 323980 Pohlepno leks (koleks) pok.
31 8 7 418459 Pohlepno leks (koleks) pok.
32 8 7 506277 Pohlepno leks (koleks) pok.
28 12 8 19975 Pokrivaǌe iz [30]
29 9 8 628984 Novo pohlepno leks pok.
29 12 8 27554 Pokrivaǌe iz [30]
29 13 8 11813 Pokrivaǌe iz [30]
30 9 8 861598 Pohlepno leks (koleks) pok.
30 10 8 260784 Novo pohlepno koleks pok.
31 9 8 1157984 Novo pohlepno koleks pok.
31 10 8 350211 Novo pohlepno koleks pok.
31 12 8 50433 Pohlepno koleks pok.
32 9 8 1512207 Novo pohlepno leks pok.
32 10 8 465627 Pohlepno koleks pok.
32 11 8 164691 Pohlepno leks pok.

Proseqno vreme dobijaǌa redukovanog pokrivaǌa je 1854.325 sekundi.

Za L = 3, kada su dobijena najboǉa pokrivaǌa, proseqno vreme iznosi

3354.052 sekundi.
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3.4 Metoda promenǉivog spusta

Metoda promenǉivih okolina (Variable Neighborhood Search - VNS) je me-

taheuristika, predlo�ena u [65], koja je zasnovana na jednostavnoj i

efektivnoj ideji promena okolina u okviru algoritma za lokalno pre-

tra�ivaǌe. Promena okolina se vrxi sistematski, kako bi se izbegla

konvergencija ka lokalnom minimumu. Vixe reqi o opxtoj metodi pro-

menǉivih okolina bi�e u poglavǉu 3.5. Varijanta VNS-a, u kojoj se

pretra�ivaǌe okolina vrxi na deterministiqki naqin, naziva se meto-

da promenǉivog spusta (Variable Neighborhood Descent - VND). VND metoda

se zasniva na qiǌenici da lokalni minimum u jednoj okolini prostora

rexeǌa nije obavezno lokalni minimum u nekoj drugoj okolini. Dakle,

ako je x∗ najboǉe rexeǌe u okolini N1(x
∗), mogu�e je da postoji boǉe

rexeǌe u okolini N2(x
∗). Ako je x∗ najboǉe rexeǌe i u okolini N2(x

∗),

mogu�e je da postoji boǉe rexeǌe u okolini N3(x
∗), itd. Na Slici 3.3

je dat pseudo-kod VND algoritma.

/∗ Inicijalizacija ∗/
1: Izabrati kmax, skup okolina Nk (k = 1, . . . , kmax) i poqetno rexeǌe x∗;
2: k ← 1;

/∗ Pretra�ivaǌe okolina ∗/
3: repeat
4: Odrediti najboǉe rexeǌe x′ u okolini Nk(x

∗);
5: if f(x′) < f(x∗) then
6: x∗ ← x′; k ← 1;
7: else
8: k ← k + 1;

9: until k > kmax

Slika 3.3: Pseudo-kod VND algoritma

Najpre se bira vrednost kmax, okoline N1, . . . , Nkmax i poqetno rexe-

ǌe x∗ iz prostora rexeǌa. Poqetno rexeǌe se mo�e dobiti na sluqa-

jan naqin ili primenom neke jednostavnije heuristike. Lokalnu pre-

tragu poqiǌemo od okoline N1(x
∗). Ako je prona�eno boǉe rexeǌe

x′ ∈ N1(x
∗), ono se proglaxava za najboǉe (x∗ ← x′) i ponovo se vrxi

70



pretraga okoline N1(x
∗). Ako nije prona�eno boǉe rexeǌe u N1(x

∗), nas-

tavǉa se sa pretragom okoline N2(x
∗). Ako je pretragom okoline Nk(x

∗)

(k ∈ {2, . . . , kmax}) prona�eno boǉe rexeǌe x′, ono se proglaxava za naj-

boǉe i postupak kre�e iz poqetka (k ← 1). Ako nije prona�eno boǉe

rexeǌe, nastavǉa se sa pretragom okoline Nk+1(x
∗), itd. Postupak se

nastavǉa sve dok postoji boǉe rexeǌe x′ u bar jednoj od okolina Nk(x
∗)

(k ∈ {1, . . . , kmax}).
Kao rezultat VND algoritma, dobija se rexeǌe koje je lokalni mi-

nimum u svim definisanim okolinama Nk. S obzirom da je globalni

minimum ujedno i lokalni minimum u svim okolinama, dobrim odabirom

okolina Nk mo�e se dobiti rexeǌe koje je ”blisko” optimalnom.

Za pretra�ivaǌe okolina, umesto strategije najboǉeg poboǉxaǌa

(best improvement strategy) u koraku 4, mo�e se koristiti strategija prvog

poboǉxaǌa (first improvement strategy). Tako�e, okoline se mogu zadati

implicitno, jednostavnijim heuristikama pomo�u kojih �e se vrxiti

pretra�ivaǌe okolina. Vixe o VND metodi i ǌenim razliqitim vari-

jantama se mo�e na�i u [40–43].

Nax VND algoritam za problem minimalnog (v, k, t)−pokrivaǌa [73],

zasnovan je na heuristiqkom pretra�ivaǌu okolina. Kao u sluqaju LNS

algoritma, prostor rexeǌa je skup svih (v, k, t)−pokrivaǌa, a razliqite

okoline su definisane implicitno, pomo�u LR procedure za razliqite

vrednosti parametra L. Preciznije, pretraga okoline N1 se realizuje

primenom LR procedure za L = Lmin, pretraga okoline N2 se realizuje

primenom LR procedure za L = Lmin + 1, itd.10

Na Slici 3.4 je dat pseudo-kod predlo�enog VND algoritma. Ulaz je

(v, k, t)−pokrivaǌe C i vrednost parametra lmax (umesto kmax). Izlaz je

novo, ako je mogu�e redukovano (v, k, t)−pokrivaǌe C∗. Pretraga okoline

se vrxi u koraku 5. Ako je primenom LR procedure (za L = Lmin + l)

na�eno redukovano pokrivaǌe C ′, ono se proglaxava za najboǉe (C∗ ← C ′)
i postupak kre�e iz poqetka (l ← 0 i raquna se novo Lmin). Ako nije

na�eno redukovano pokrivaǌe, nastavǉa se sa primenom LR procedure

za novu vrednost parametra L (l ← l + 1). Postupak se nastavǉa sve dok

10Vrednost Lmin je definisana u poglavǉu 3.2.
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se mo�e na�i redukovano pokrivaǌe C ′, za bar jednu vrednost parametra

L = Lmin + l (l = 0, 1, . . . , lmax − 1), odnosno, sve dok je l < lmax.

/∗ Inicijalizacija ∗/
1: Izabrati lmax i poqetno (v, k, t)−pokrivaǌe C;
2: C∗ ← C; l ← 0;
3: Lmin ← min

A∈C∗
F (A);

/∗ Pretra�ivaǌe okolina ∗/
4: repeat
5: Primenom LR procedure na pokrivaǌe C∗, za L = Lmin + l,

dobiti novo pokrivaǌe C ′;
6: if |C ′| < |C∗| then
7: C∗ ← C ′; l ← 0;
8: Lmin ← min

A∈C∗
F (A);

9: else
10: l ← l + 1;

11: until l = lmax

Slika 3.4: Pseudo-kod VND algoritma za problem minimalnog (v, k, t)−
pokrivaǌa

Za razliku od LNS algoritma, gde se LR procedura primeǌuje za fik-

siranu vrednost parametra L, kod VND algoritma se vrednost parame-

tra L meǌa, poqevxi od Lmin. To je uqiǌeno kako bi dobili razliqite

LR procedure (korak 5), tj. razliqite okoline Nl+1 (l = 0, 1, . . . , lmax − 1).

U okviru LR procedure, postupak izbacivaǌa blokova A sa svojstvom

F (A) 6 L se ne mora obavǉati iz poqetka za svako novo L. U svakom

koraku se mogu izbacivati samo blokovi A sa svojstvom F (A) = L. U

tom sluqaju je neophodno memorisati skup neizbaqenih blokova, zbog

narednih iteracija.

Kao i LNS, VND algoritam se mo�e primeniti na proizvoǉno

(v, k, t)−pokrivaǌe. S obzirom da su rezultati primene LNS algoritma

sliqni za sve tipove pohlepnih pokrivaǌa, VND algoritam smo prime-

nili samo na pohlepna leks i koleks pokrivaǌa11 i na dobra pokrivaǌa

sa sajta [30].

11U radu [73], VND algoritma je primeǌen samo na pohlepna leks pokrivaǌa.
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U naxoj implementaciji VND algoritma, blokovi se izbacuju sukce-

sivno (a ne odjednom, kao kod LNS-a), uz a�uriraǌe vrednosti F (A). Re-

dosled izbacivaǌa blokova je odre�en redosledom blokova u polaznom

pokrivaǌu (u sluqaju pohlepnih pokrivaǌa, redosledom izbora blokova

u pokrivaǌe).

Numeriqki rezultati

Sva dobijena redukovana pokrivaǌa, ukǉuquju�i ǌihove veliqine (gor-

ǌe granice za C(v, k, t)) i vremena izvrxavaǌa, se nalaze na sajtu

http://www.math.fon.bg.ac.rs/vnd. Ovde �emo dati odre�ene podatke o do-

bijenim pokrivaǌima.

VND algoritam je najpre primeǌen na pohlepna leks i pohlepna

koleks (v, k, t)−pokrivaǌa, za v > k > t > 2, v 6 32, k 6 16 i t 6 8.

Sva pokrivaǌa su testirana za lmax = 4.

U Tabeli 3.9 su dati podaci o broju redukovanih pokrivaǌa i ǌihovo

pore�eǌe sa najboǉim poznatim pokrivaǌima [22, 30, 31, 77, 78]. Podaci

se odnose na 1631 instacu.

Tabela 3.9: Rezultati primene VND-a na pohlepna leks i koleks pokri-
vaǌa

Pohlepna leks Pohlepna koleks
Primena VND-a na:

pokrivaǌa pokrivaǌa

Ukupan broj redukovanih
483 532pokrivaǌa

Broj redukovanih pokrivaǌa
13 27jednakih sa najboǉim

Broj redukovanih pokrivaǌa
13 14boǉih od do sada najboǉih

Iz Tabele 3.9 se mo�e videti da je dobijen malo ve�i broj reduko-

vanih pohlepnih koleks pokrivaǌa od broja redukovanih pohlepnih leks

pokrivaǌa. Tako�e, ve�i je broj redukovanih pohlepnih koleks pokri-

vaǌa koja su jednaka sa najboǉim poznatim pokrivaǌima (27 naspram 13

takvih redukovanih pohlepnih leks pokrivaǌa).
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U pore�eǌu sa LNS algoritmom, primeǌenim na pohlepna leks i

koleks pokrivaǌa za L = 3, primenom VND algoritma je dobijen ve�i

broj redukovanih pokrivaǌa (483 naspram 363, odnosno 532 naspram 384).

Ovo se mo�e objasniti qiǌenicom da se u svakom koraku VND algorit-

ma izbacuje odre�eni broj blokova (A, za koje je F (A) = Lmin + l), xto

kod LNS algoritma nije sluqaj (kada je Lmin > 3). Primenom VND-a je

dobijen i ve�i broj redukovanih pokrivaǌa koja su jednaka sa najboǉim

poznatim pokrivaǌima (27 naspram 13, u sluqaju redukovanih pohlepnih

koleks pokrivaǌa), dok je pribli�no jednak broj redukovanih pokrivaǌa

koja su boǉa od najboǉih poznatih pokrivaǌa.

Zbog velikog broja redukovanih pohlepnih koleks pokrivaǌa koja su

jednaka sa najboǉim poznatim pokrivaǌima, u Tabeli 3.10 su navedena

samo redukovana pokrivaǌa, dobijena primenom VND algoritma, koja su

boǉa od najboǉih poznatih pokrivaǌa.

Tabela 3.10: Redukovana pohlepna leks i koleks pokrivaǌa koja su boǉa
od najboǉih poznatih pokrivaǌa

Redukovana pohlepna leks Redukovana pohlepna koleks
pokrivaǌa pokrivaǌa

v k t veliqina v k t veliqina
32 7 6 153595 32 7 6 153618
29 8 7 258059 29 8 7 257923
30 8 7 334601 30 8 7 334368
31 8 7 424057 31 8 7 423750
32 8 7 524633 32 8 7 509149
29 9 8 642773 29 9 8 642559
30 9 8 874977 30 9 8 874637
30 10 8 261340 30 10 8 261261
31 9 8 1167567 30 13 8 16848
31 10 8 350694 31 9 8 1167262
32 9 8 1523162 31 10 8 350859
32 10 8 465790 31 12 8 50423
32 11 8 164593 32 9 8 1523196

32 10 8 466189

Pore�eǌem pokrivaǌa u Tabeli 3.10, mo�e se zakǉuqiti da su re-

dukovana pohlepna koleks pokrivaǌa, u ve�ini sluqajeva, boǉa od odgo-
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varaju�ih redukovanih pohlepnih leks pokrivaǌa. Tako�e, redukovana

pohlepna leks i koleks (v, k, k − 1)−pokrivaǌa se me�usobno razlikuju

(xto nije sluqaj kod LNS algoritma). Razlog je to xto je u naxoj im-

plementaciji VND algoritma bitan i redosled blokova u pokrivaǌu,

zbog sukcesivnog izbacivaǌa blokova u okviru LR procedure.

Iz prethodnih tabela se mo�e videti da su primenom VND i LNS al-

goritma, dobra redukovana pokrivaǌa uglavnom dobijena za iste vred-

nosti parametara v, k i t. Porede�i veliqine tih pokrivaǌa, mo�e se

zakǉuqiti da su pokrivaǌa dobijena primenom LNS-a, u ve�ini sluqaje-

va, boǉa od pokrivaǌa dobijenih primenom VND-a. Ponovo je sukcesivno

izbacivaǌe blokova (uz a�uriraǌe vrednosti F (A)) jedan od razloga.

Naime, na taj naqin se izbacuje maǌe blokova iz pokrivaǌa, pa je i

mogu�nost redukcije pokrivaǌa maǌa (kao u sluqaju maǌih vrednosti

parametra L u LNS algoritmu). I pored toga, primenom VND algoritma

na pohlepna leks i koleks pokrivaǌa, poboǉxane su dve gorǌe granice

vrednosti C(v, k, t) (za C(31, 12, 8) i C(32, 11, 8)) i dobijena je jedna nova

gorǌa granica (za C(30, 13, 8)).

VND algoritam je primeǌen i na dobra pokrivaǌa sa sajta [30], za

v > k > t > 2, v 6 32, k 6 16, t 6 8 i lmax = 4. Dobijeno je 8 redukovanih

pokrivaǌa koja su boǉa od odgovaraju�ih najboǉih poznatih pokrivaǌa

(Tabela 3.11).

Tabela 3.11: Redukovana pokrivaǌa iz [30]

Veliqina Veliqina
v k t pokrivaǌa iz [30] redukovanog pokrivaǌa
28 11 7 8895 8894
29 8 7 259931 257242
30 8 7 337223 336988
31 8 7 430492 424079
28 12 8 19986 19976
29 12 8 27555 27554
29 13 8 11815 11813
30 13 8 16849 16848

Iz Tabele 3.11 se mo�e videti da nisu dobijena poboǉxaǌa prethod-
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no dobijenih gorǌih granica vrednosti C(v, k, t). Me�u dobijenim vred-

nostima, tri su jednake sa gorǌim granicama dobijenim primenom LNS

algoritma (za C(28, 11, 7), C(29, 12, 8) i C(29, 13, 8)), dok je jedna jednaka

sa gorǌom granicom dobijenom primenom VND algoritma na pohlepna

koleks pokrivaǌa (za C(30, 13, 8)).

Proseqno vreme dobijaǌa redukovanog pokrivaǌa primenom VND al-

goritma je 2319.545 sekundi, xto je za oko 30% maǌe u odnosu na LNS

algoritam za L = 3.

3.5 Metoda promenǉivih okolina

Metoda promenǉivih okolina (VNS) je metaheuristika koju su 1997. go-

dine predlo�ili Mladenovi� i Hansen12 [65]. Kao xto je pomenuto

u poglavǉu 3.4, VNS metoda je zasnovana na efektivnoj ideji promena

okolina u okviru algoritma za lokalno pretra�ivaǌe. Promena okoli-

na se vrxi sistematski, kako bi se izbegla konvergencija ka lokalnom

minimumu.

VNS metoda se zasniva na slede�im qiǌenicama [41, 42]:

(i) Lokalni minimum u jednoj okolini prostora rexeǌa nije obavezno

lokalni minimum u nekoj drugoj okolini.

(ii) Globalni minimum je ujedno i lokalni minimum u svim okolinama.

(iii) Za veliki broj problema, lokalni minimumi (u jednoj ili vixe

okolina) su relativno blizu jedni drugima.

Iz (i) sledi da se konvergencija ka lokalnom minimumu u jednoj oko-

lini mo�e izbe�i promenom okoline u prostoru rexeǌa. Iz (ii) sledi

da se dobrim odabirom okolina mo�e dobiti rexeǌe koje je ”blisko”

optimalnom. Iz posledǌe (empirijske) qiǌenice sledi da informacije

o lokalnom minimumu qesto sadr�e i informacije o globalnom minimu-

mu. Drugim reqima, u potrazi za boǉim rexeǌem, treba se fokusirati

na oblasti koje su bliske trenutno najboǉim rexeǌima.

12Nenad Mladenović and Pierre Hansen.
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Pretraga razliqitih okolina se mo�e vrxiti deterministiqki

(VND), stohastiqki (Reduced VNS - RVNS) ili kombinovano, xto pred-

stavǉa osnovnu varijantu VNS-a (Basic VNS - BVNS).

Na Slici 3.5 je dat pseudo-kod BVNS algoritma.

/∗ Inicijalizacija ∗/
1: Izabrati kmax, skup okolina Nk (k = 1, . . . , kmax), poqetno rexeǌe x∗

i kriterijum zaustavǉaǌa;
2: repeat
3: k ← 1;
4: repeat

/∗ Razmrdavaǌe ∗/
5: Sluqajno generisati x′ iz okoline Nk(x

∗);
/∗ Lokalno pretra�ivaǌe ∗/

6: Primenom neke metode lakalnog pretra�ivaǌa, odrediti
lokalni minimum x′′ u okolini x′;

7: if f(x′′) < f(x∗) then
8: x∗ ← x′′; k ← 1;
9: else

10: k ← k + 1;

11: until k > kmax

12: until kriterijum zaustavǉaǌa

Slika 3.5: Pseudo-kod BVNS algoritma

Najpre se bira vrednost kmax, okoline N1, . . . , Nkmax, poqetno rexeǌe

x∗ iz prostora rexeǌa i odre�uje se kriterijum zaustavǉaǌa izvrxa-

vaǌa algoritma. Okoline N1, . . . , Nkmax se najqex�e biraju tako da je

|N1(x)| < |N2(x)| < . . . < |Nkmax(x)|. Poqetno rexeǌe se bira na sluqajan

naqin ili primenom neke jednostavnije heuristike.

U glavnoj petǉi algoritma (linije 4−11), najpre se sluqajno bira x′

iz okoline N1(x
∗), a zatim se vrxi lokalno pretra�ivaǌe okoline x′ (x′

je poqetno rexeǌe). Ako je prona�eno rexeǌe x′′ boǉe od polaznog x∗, ono

se proglaxava za najboǉe (x∗ ← x′′) i postupak se ponavǉa. Ukoliko x′′

nije boǉe od x∗, nastavǉa se sa sluqajnim izborom x′ iz okoline N2(x
∗).

U k-tom koraku, sluqajno se bira x′ iz okoline Nk(x
∗), a zatim se vrxi

lokalno pretra�ivaǌe okoline x′. Ako je prona�eno rexeǌe x′′ boǉe od

aktuelnog x∗, ono se proglaxava za najboǉe (x∗ ← x′′) i postupak kre�e iz
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poqetka (k ← 1). Ako x′′ nije boǉe od x∗, uve�ava se vrednost parametra

k (k ← k+1). Ako je k 6 kmax, nastavǉa se sa sluqajnim izborom x′ iz oko-

line Nk(x
∗), a ukoliko je k > kmax, postupak kre�e iz poqetka (k ← 1), sve

dok se ne zadovoǉi kriterijum zaustavǉaǌa. Kriterijum zaustavǉaǌa

mo�e da bude dostignuto vreme izvrxavaǌa, dostignut broj iteracija,

dostignut broj iteracija izme�u dva poboǉxaǌa itd.

Uobiqajen naziv za sluqajan izbor rexeǌa x′ ∈ Nk(x
∗) je razmrdavaǌe

(shaking). Razmrdavaǌem se spreqava cikliqno pretra�ivaǌe okolina.

Uobiqajen naziv za varijantu VNS metode u kojoj je procedura lokalnog

pretra�ivaǌa zameǌena sa VND procedurom je opxta metoda promen-

ǉivih okolina (General Variable Neighborhood Search - GVNS). Vixe o VNS

metodi i ǌenim razliqitim varijantama se mo�e na�i u [40–43, 64, 65].

U naxem GVNS algoritmu za problem minimalnog (v, k, t)−pokrivaǌa
[75], procedura lokalnog pretra�ivaǌa je zameǌena sa VND procedurom

opisanom u poglavǉu 3.4. U okviru GVNS algoritma, pokrivaǌe dobi-

jeno primenom VND procedure na pokrivaǌe C, za datu vrednost para-

metra lmax, oznaqeno je sa VND(C, lmax). Prostor rexeǌa je skup svih

(v, k, t)−pokrivaǌa, a okoline Nm (m = 1, . . . , mmax)13 su definisane na

slede�i naqin: C ′ ∈ Nm(C) ako i samo ako se pokrivaǌe C ′ mo�e dobiti

od pokrivaǌa C, zamenom najvixe m% (m procenata) blokova pokriva-

ǌa C novim blokovima. Dakle, bar (100 −m)% blokova pokrivaǌa C su

zajedniqki blokovi ova dva pokrivaǌa.

Na Slici 3.6 je dat pseudo-kod predlo�enog GVNS algoritma. Ulaz

je (v, k, t)−pokrivaǌe C i vrednosti parametara mmax, nmax i lmax. Izlaz

je novo, ako je mogu�e redukovano (v, k, t)−pokrivaǌe C∗. Za poqetno naj-

boǉe rexeǌe se uzima pokrivaǌe dobijeno primenom VND algoritma na

polazno pokrivaǌe C (C∗ ← VND(C, lmax)).14 Kriterijum zaustavǉaǌa je

dostignuti broj (nmax) prolazaka kroz glavnu petǉu algoritma (linije

6− 14) bez poboǉxaǌa pokrivaǌa C∗. Promenǉiva n predstavǉa brojaq

takvih prolazaka.

13Zbog parametra k, (v, k, t)−pokrivaǌa, promenǉiva k je zameǌena promenǉivom m.
14Ovo odgovara uobiqajnoj inicijalizaciji C∗ ← C, za polazno pokrivaǌe C koje je

dobijeno primenom VND procedure.
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/∗ Inicijalizacija ∗/
1: Izabrati mmax, nmax, lmax i poqetno (v, k, t)−pokrivaǌe C;
2: C∗ ← VND(C, lmax);
3: n ← 0;
4: repeat
5: m ← 1;
6: repeat

/∗ Razmrdavaǌe ∗/
7: Sluqajno generisati C ′ ∈ Nm(C∗);

/∗ VND procedura ∗/
8: C ′′ ← VND(C ′, lmax);
9: if |C ′′| < |C∗| then

10: C∗ ← C ′′;
11: m ← 1; n ← 0;
12: else
13: m ← m + 1;

14: until m > mmax

15: n ← n + 1;
16: until n = nmax

Slika 3.6: Pseudo-kod GVNS algoritma za problem minimalnog (v, k, t)−
pokrivaǌa

U glavnoj petǉi GVNS algoritma najpre se sluqajno bira C ′ ∈ Nm(C∗)
(razmrdavaǌe), a zatim se primeǌuje VND procedura na dobijeno pokri-

vaǌe (C ′′ ← VND(C ′, lmax)). Ako je pokrivaǌe C ′′ boǉe od pokrivaǌa C∗, ono
se proglaxava za najboǉe (C∗ ← C ′′) i postupak kre�e iz poqetka (m ← 1,

n ← 0). U suprotnom, uve�ava se vrednost promenǉive m (m ← m + 1) i

nastavǉa se sa sluqajnim izborom C ′ ∈ Nm(C∗), sve dok je m 6 mmax. Ako

je m > mmax, u glavnoj petǉi algoritma nije dobijeno poboǉxaǌe, pa se

brojaq n uve�ava (n ← n + 1). Postupak se nastavǉa za m = 1, sve dok je

n < nmax.

Sluqajno generisaǌe C ′ ∈ Nm(C∗) se realizuje tako xto se iz pokri-

vaǌa C∗ na sluqajan naqin izbaci
⌊

m
100
· |C∗| ⌋ blokova, a zatim se preosta-

li skup blokova dopuni do pokrivaǌa C ′. Ako bi se dopuna do pokrivaǌa

vrxila sluqajnim izborom blokova, dobijeno pokrivaǌe C ′ bi moglo da

bude isuvixe udaǉeno od dobrih pokrivaǌa. U naxoj implementaciji

GVNS algoritma, dopuna do pokrivaǌa se vrxi kao u prethodnim slu-
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qajevima, pohlepnim leks algoritmom. Kao u sluqaju VND procedure,

postupak izbacivaǌa blokova se ne mora obavǉati iz poqetka za svako

novo m. U svakom koraku je mogu�e izbaciti samo
⌊

1
100
· |C∗| ⌋ blokova15,

uz memorisaǌe skupa neizbaqenih blokova.

Kao i prethodni algoritmi, predlo�eni GVNS algoritam se mo�e

primeniti na proizvoǉna (v, k, t)−pokrivaǌa. U naxem sluqaju, GVNS je

primeǌen na prethodno dobijena (nova) pohlepna pokrivaǌa i na pokri-

vaǌa sa sajta [30]. Sva pokrivaǌa su testirana za mmax = nmax = 10 i

lmax = 3. Primetimo da je vrednost parametra lmax smaǌena u odnosu na

ǌegovu vrednost (lmax = 4) pri implementaciji VND algoritma. To je

uqiǌeno kako bi se lokalno pretra�ivaǌe uqinilo xto efikasnijim, a

razmrdavaǌe xto efektivnijim.

U Tabeli 3.12 su navedena samo najboǉa (do sada dobijena) pokri-

vaǌa, boǉa od najboǉih poznatih pokrivaǌa i od pokrivaǌa koja su

prethodno dobijena primenom LNS i VND algoritma.

Tabela 3.12: Nove gorǌe granice vrednosti C(v, k, t) dobijene primenom
GVNS algoritma

Metod konstrukcije

v k t Nova gorǌa granica GVNS primeǌen na
32 7 6 153099 Pohlepno leks pok.
28 11 7 8893 Pokrivaǌe iz [30]
31 8 7 414314 Novo pohlepno koleks pok.
32 8 7 500614 Pohlepno leks pok.
32 11 7 25126 Pokrivaǌe iz [30]
28 9 8 469726 Novo pohlepno koleks pok.
29 9 8 607236 Novo pohlepno leks pok.
29 12 8 27551 Pokrivaǌe iz [30]
30 9 8 851640 Novo pohlepno leks pok.
31 9 8 1142110 Pohlepno leks pok.
32 9 8 1498534 Novo pohlepno leks pok.
32 10 8 465360 Pohlepno koleks pok.

S obzirom da su u Tabeli 3.12 navedena samo najboǉa pokrivaǌa,

ǌihove veliqine predstavǉaju nove gorǌe granice vrednosti C(v, k, t).

15Kako bi razmrdavaǌe imalo efekta, u naxoj implementaciji GVNS algoritma se
u svakom koraku izbacuju bar 2 bloka.
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Me�u dobijenim vrednostima, dve predstavǉaju poboǉxaǌa najboǉih

poznatih gorǌih granica (za C(32, 11, 7) i C(28, 9, 8)), dok preostalih de-

set predstavǉaju poboǉxaǌa najboǉih gorǌih granica koje su prethod-

no dobijene primenom LNS ili VND algoritma.

Primenom LNS, VND i GVNS algoritma, dobra pokrivaǌa su do-

bijena za iste ili sliqne vrednosti parametara v, k i t, uglavnom

za pokrivaǌa sa velikim brojem blokova. Razlog je to xto je u sva

tri algoritma lokalno pretra�ivaǌe definisano implicitno, pomo-

�u LR procedure koja omogu�ava promenu vixe blokova aktuelnog po-

krivaǌa. U drugim heuristikama za rexavaǌe problema minimal-

nog (v, k, t)−pokrivaǌa (simulirano kaǉeǌe [76] i tabu pretra�ivaǌe

[22, 77, 78]), lokalno pretra�ivaǌe se vrxi promenama samo nekoliko

elemenata jednog bloka aktuelnog pokrivaǌa.

Tako�e, druge heuristike su ograniqene izborom parametara pokri-

vaǌa: simulirano kaǉeǌe je ograniqeno sa v 6 13 [76], a tabu pre-

tra�ivaǌe sa v 6 20 [22]. Heuristike koje su predlo�ene u ovom radu

su implementirane na (v, k, t)−pokrivaǌa za v 6 32, k 6 16 i t 6 8

(1631 instanca, u odnosu na 168 instanci za simulirano kaǉeǌe i 156

za tabu pretra�ivaǌe). Predlo�ene heuristike su i efikasnije od pos-

toje�ih. Upore�uju�i najzahtevnije instance, VND algoritmu je bilo

potrebno oko 51 CPU sati za dobijaǌe (32, 9, 8)−pokrivaǌa sa 1523162

bloka, dok je tabu algoritam potroxio oko 147 CPU sati za dobijaǌe

(17, 8, 4)−pokrivaǌa sa 53 bloka.

Primenom LNS, VND i GVNS algoritma dobijene su 23 nove gorǌe

granice vrednosti C(v, k, t). U Tabeli 3.13 su navedene do sada najboǉe

(stare) gorǌe granice, nove gorǌe granice i odgovaraju�i algoritam,

tj. metod konstrukcije.
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Tabela 3.13: Nove gorǌe granice vrednosti C(v, k, t)

Stara gorǌa Nova gorǌa Metod
v k t granica granica konstrukcije
31 7 6 126592 124397 LNS
32 7 6 154130 153099 GVNS
28 8 7 191372 186685 LNS
28 11 7 8895 8893 GVNS
29 8 7 259931 250828 LNS
30 8 7 337223 323980 LNS
31 8 7 430492 414314 GVNS
32 8 7 532248 500614 GVNS
32 11 7 25127 25126 GVNS
28 9 8 470340 469726 GVNS
28 12 8 19986 19975 LNS
29 9 8 650404 607236 GVNS
29 12 8 27555 27551 GVNS
29 13 8 11815 11813 LNS, VND
30 9 8 879517 851640 GVNS
30 10 8 262146 260784 LNS
30 13 8 16849 16848 VND
31 9 8 1174351 1142110 GVNS
31 10 8 351807 350211 LNS
31 12 8 50435 50423 VND
32 9 8 1530641 1498534 GVNS
32 10 8 467414 465360 GVNS
32 11 8 164722 164593 VND
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Glava 4

Zakǉuqak

U ovom radu je dato nekoliko novih konstrukcija (v, k, t)−pokrivaǌa, sa
xto je mogu�e maǌim brojem blokova. Kombinatornom konstrukcijom

dobijena su minimalna (v, 3, 2)−pokrivaǌa. Konstrukcijom je dat polaz-

ni skup blokova i permutacija p, pomo�u koje se od polaznih dobijaju

preostali blokovi minimalnog (v, 3, 2)−pokrivaǌa. Tako�e, razvijene

su tri nove heuristike za rexavaǌe problema minimalnog (v, k, t)−po-
krivaǌa: LNS, VND i GVNS. U svim navedenim heuristikama, lokalno

pretra�ivaǌe je definisano pomo�u LR procedure, razvijene specijal-

no za ovaj problem. Heuristiqkim konstrukcijama su dobijene 23 nove

gorǌe granice vrednosti C(v, k, t).

Najva�niji nauqni doprinosi ovog rada mogu se sumirati na slede�i

naqin:

(i) Data je nova kombinatorna konstrukcija minimalnih (v, 3, 2)−po-
krivaǌa. Konstrukcija predstavǉa uopxteǌe Bouzove i Skolemove

konstrukcije Xtajnerovih sistema STS(6n + 3) i STS(6n + 1). Dobi-

jena konstrukcija ujedno predstavǉa novi dokaz poznate jednakosti

C(v, 3, 2) =

⌈
v

3

⌈
v − 1

2

⌉⌉
.

(ii) Dokazana je teorema o dovoǉnim uslovima za jednakost pohlepnih

leks i pohlepnih koleks pokrivaǌa. Jednakost pohlepnih leks i

koleks (v, k, k−1)−pokrivaǌa je omogu�ila da se za dobijaǌe najzah-
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tevnijih (v, k, t)−pokrivaǌa, sa najve�im brojem blokova, koristi

samo jedan od ova dva pohlepna algoritma.

(iii) Razvijen je potpuno novi LR algoritam za rexavaǌe problema mini-

malnog (v, k, t)pokrivaǌa. U slo�enijim heuristikama, definisana

okolina je relativno velika, a ǌeno potpuno pretra�ivaǌe mo�e

da bude vremenski zahtevno. Zbog toga se pretra�ivaǌe okoline

vrxi heuristiqki, pomo�u LR procedure.

(iv) Razvijen je sofisticirani LNS algoritam za rexavaǌe problema

minimalnog (v, k, t)−pokrivaǌa. ǋegovom primenom je dobijeno 20

pokrivaǌa koja su boǉa od najboǉih poznatih pokrivaǌa.

(v) Razvijen je VND algoritam za rexavaǌe problema minimalnog

(v, k, t)−pokrivaǌa. Na osnovu dobro osmixǉenog sistema okoli-

na i pa�ǉivo uklopǉene LR procedure, dobijeno je 19 pokrivaǌa

koja su boǉa od najboǉih poznatih pokrivaǌa.

(vi) GVNS algoritam je konstruisan objediǌavaǌem prethodno osmix-

ǉenih LR i VND procedura u okviru opxte VNS metode za rexavaǌe

problema minimalnog (v, k, t)−pokrivaǌa. Pogodno izabran odnos

xirine pretrage i brze procedure poboǉxavaǌa teku�ih rexeǌa,

doprineo je dobijaǌu kvalitetnih rexeǌa. Dobijeno je 12 novih

pokrivaǌa koja su boǉa od najboǉih poznatih pokrivaǌa, kao i od

novih pokrivaǌa koja su dobijena primenom LNS i VND algoritma.

Nova kombinatorna konstrukcija minimalnih (v, 3, 2)−pokrivaǌa je

prezentovana u samostalnom radu koji je prihva�en za publikovaǌe

N. Nikoli� [71]. Rezultati vezani za pohlepni i LNS algoritam su

prikazani u radu koji je prihva�en za publikovaǌe u me�unarodnom

qasopisu sa SCI liste N. Nikoli�, I. Grujiqi�, N. Mladenovi� [74],

dok je VND algoritam prezentovan u radu koji je objavǉen u me�una-

rodnom qasopisu N. Nikoli�, I. Grujiqi�, �. Dugoxija [73]. Pred-

lo�eni GVNS algoritam je prezentovan na me�unarodnoj konferenciji

N. Nikoli�, N. Mladenovi�, I. Grujiqi�, D. Makaji�-Nikoli� [75], a

odgovaraju�i rad je u pripremi za objavǉivaǌe.
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Mogu�i pravci daǉih istra�ivaǌa i unapre�eǌa dobijenih rezul-

tata su:

− Rexavaǌe nekih otvorenih problema. Na primer, problem egzis-

tencije Xtajnerovog sistema S(6, k, v);

− Uopxtavaǌe konstrukcije minimalnih (v, 3, 2)−pokrivaǌa na xiri

skup pokrivaǌa. Na primer, na (v, 4, 2) ili (v, 4, 3)−pokrivaǌa;

− Zamena pohlepnog algoritma nekom drugom procedurom pokrivaǌa

nepokrivenih t-podskupa;

− Zamena LR procedure nekom drugom procedurom lokalnog pretra-

�ivaǌa;

− Modifikacija dobijenih heuristika radi rexavaǌa opxtijih prob-

lema. Na primer, problema t-(v, k, λ)−pokrivaǌa i pakovaǌa.

85



Literatura

[1] C. T. Abraham, S. P. Ghosh, and D. K. Ray-Chaudhuri, ”File organization

schemes based on finite geometries”, Information and Control 12 (1968), pp.

143–163.

[2] I. Anderson, Combinatorial Designs, Ellis Horwood Limited, Chichester, 1990.

[3] I. Anderson, Combinatorial Designs and Tournaments, Oxford Univerisity

Press, Oxford, 1997.

[4] I. Anderson, Combinatorics of Finite Sets, Dover Publications, New York,

2002.

[5] I. Anderson and I. Honkala, A Short Course in Combinatorial Designs, Internet

Edition, 1997.

[6] J. A. Bate, P. C. Li, and G. H. J. van Rees, ”Finally C(19,6,2)=15”, Congressus

Numerantium 157 (2002), pp. 95–102.

[7] T. Beth, D. Jungnickel, and H. Lenz, Design Theory, 2nd Edition, Cambridge

Univerisity Press, Cambridge, 1999.

[8] J. L. Blanchard, ”A Construction for Steiner 3-Designs”, Journal of Combina-

torial Theory, Series A 71(1) (1995), pp. 60–66.

[9] R. C. Bose, ”On the construction of balanced incomplete block designs”, Annals

of Eugenics 9 (1939), pp. 353–399.

[10] D. de Caen, ”Extension of a theorem of Moon and Moser on complete sub-

graphs”, Ars Combinatoria 16 (1983), pp. 5–10.

86



[11] D. de Caen, ”The current status of Turán’s problem on hypergraphs” in Ex-

tremal Problems for Finite Sets, János Bolyai Mathematical Society, Budapest,

1994, pp. 187–197.

[12] D. de Caen, D. L. Kreher, and J. Wiseman, ”On constructive upper bounds

for the Turán numbers T(n,2r+1,2r)”, Congressus Numerantium 65 (1988), pp.

277–280.

[13] Y. Caro and R. Yuster, ”Covering graphs: The covering problem solved”,

Journal of Combinatorial Theory, Series A 83(2) (1998), pp. 273–282.

[14] S. Chowla and H. J. Ryser, ”Combinatorial problems”, Canadian Journal of

Mathematics 2 (1950), pp. 93–99.

[15] C. J. Colbourn and J. H. Dinitz (Editors), Handbook of Combinatorial Designs,

Second Edition, Chapman and Hall/CRC, Boca Raton, 2007.

[16] C. J. Colbourn, J. H. Dinitz, and D. R. Stinson, ”Quorum systems constructed

from combinatorial designs”, Information and Computation 169(2) (2001), pp.

160–173.

[17] C. J. Colbourn and R. A. Mathon (Editors), Combinatorial Design Theory,

Elsevier Science Publishers B.V., Amsterdam, 1987.

[18] C. Colbourn and A. Rosa, Triple Systems, Oxford Univerisity Press, Oxford,

1999.

[19] J. H. Conway and N. J. A. Sloane, ”Lexicographic codes: Error-correcting

codes from game theory”, IEEE Transactions on Information Theory 32(3)

(1986), pp. 337–348.
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borhood search” in Handbook of Metaheuristics, Springer, New York, 2010, pp.

61–86.

[43] P. Hansen, N. Mladenović, and J. A. M. Pérez, ”Variable neighborhood search:

methods and applications”, Annals of Operations Research 175(1) (2010), pp.

367–407.

[44] A. Hartman, W. H. Mills, and R. C. Mullin, ”Covering triples by quadruples:

An asymptotic solutions”, Journal of Combinatorial Theory, Series A 41(1)

(1986), pp. 117–138.

89



[45] J. D. Horton, R. C. Mullin, and R. G. Stanton, ”Minimal coverings of pairs by

quadruples”, Congressus Numerantium 3 (1971), pp. 495–516.

[46] D. R. Hughes and F. C. Piper, Projective Planes, Springer, Berlin, 1973.

[47] D. R. Hughes and F. C. Piper, Design Theory, Cambridge Univerisity Press,

Cambridge, 1985.

[48] L. W. Jacobs and M. J. Brusco, ”A local search heuristic for large set-covering

problems”, Naval Research Logistics 42 (1995), pp. 1129–1140.

[49] J. G. Kalbfleisch and R. G. Stanton, ”Maximal and minimal coverings of (k−1)-

tuples by k-tuples”, Pacific journal of mathematics 26 (1968), pp. 131–140.

[50] D. E. Knuth, The Art of Computer Programming, Volume 4, Fascicle 3,

Addison-Wesley, Stanford, 2005.

[51] C. W. H. Lam, L. H. Thiel, and S. Swiercz, ”The nonexistence of finite pro-

jective planes of order 10”, Canadian Journal of Mathematics 41 (1989), pp.

1117–1123.

[52] E. R. Lamken, W. H. Mills, R. C. Mullin, and S. A. Vanstone, ”Coverings of

pairs by quintuples”, Journal of Combinatorial Theory, Series A 44(1) (1987),

pp. 49–68.

[53] C. C. Linder and C. A. Rodger, Design Theory: Second Edition, Taylor &

Francis Group, Boca Raton, 2009.

[54] C. C. Lindner and A. Rosa, ”Steiner quadruple systems - a survey”, Discrete

Mathematics 21 (1978), pp. 147–181.

[55] C. C. Linder and A. Rosa (Editors), Topics on Steiner systems, North-Holland,

Amsterdam, 1980.

[56] F. Margot, ”Small covering designs by branch-and-cut”, Mathematical Pro-

gramming 94(2-3) (2003), pp. 207–220.

[57] W. H. Mills, ”On the covering of pairs by quadruples I”, Journal of Combina-

torial Theory, Series A 13 (1972), pp. 55–78.

90



[58] W. H. Mills, ”On the covering of pairs by quadruples II”, Journal of Combi-

natorial Theory, Series A 15 (1973), pp. 138–166.

[59] W. H. Mills, ”On the covering of triples by quadruples”, Congressus Numer-

antium 10 (1974), pp. 563–581.

[60] W. H. Mills, ”Covering designs I: Coverings by a small number of subsets”,

Ars Combinatoria 8 (1979), pp. 199–315.

[61] W. H. Mills, ”A covering of triples by quadruples”, Congressus Numerantium

33 (1981), pp. 253–260.

[62] W. H. Mills and R. C. Mullin, ”Covering pairs by quintuples: The case v

congruent to 3 (mod 4)” Journal of Combinatorial Theory, Series A 49(2)

(1988), pp. 308–322.

[63] W. H. Mills and R. C. Mullin, ”Coverings and packings” in Contemporary

Design Theory, John Wiley & Sons, New York, 1992, pp. 371–399.
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[65] N. Mladenović and P. Hansen, ”Variable neighborhood search”, Computers and

Operations Research 24(11) (1997), pp. 1097–1100.
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[76] K. J. Nurmela and P. R. J. Österg̊ard, ”Upper bounds for covering designs by

simulated annealing”, Congressus Numerantium 96 (1993), pp. 93–111.
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[84] A. Roli, S. Benedettini, T. Stützle, and C. Blum, ”Large neighbourhood search

algorithms for the founder sequence reconstruction problem”, Computers and

Operations Research 39(2) (2012), pp. 213–224.
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